
ΕΝΟΤΗΤΑ 1 : ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ  &  ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ 

Ευάγγελος  Τυρλής
ΕΘΝΙΚΟ ΚΑΙ ΚΑΠΟΔΙΣΤΡΙΑΚΟ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΑΘΗΝΩΝ

Τμήμα  Φυσικής
Τομέας Φυσικής Περιβάλλοντος & Μετεωρολογίας

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΑ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ  ΣΤΙΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 

Α. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ΜΙΑΣ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ
Έννοια και ορισμός παραγώγου:

 Γεωμετρική προσέγγιση
 Ρυθμός μεταβολής συνάρτησης
 Γραμμική προσέγγιση συνάρτησης σε περιοχή σημείου

Β. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ΠΟΛΛΩΝ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ
 Μερική παράγωγος
 Παράγωγος σύνθετων συναρτήσεων
 Βαθμίδα συνάρτησης

Γ. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΗΣ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ  ΜΙΑΣ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ



Εισαγωγή στα διανύσματα



ΒΑΘΜΩΤΑ  &  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΑ ΜΕΓΕΘΗ

Β Α Θ Μ ˗ Τ Ο ˃ Ι Α Ν Υ Σ Μ Α Τ Ι Κ Ο 

 Φυσική ποσότητα η οποία περιγράφεται πλήρως 
 από έναν αριθµό (ο οποίος αντιστοιχεί στο 
 µέγεθος) και µια µονάδα µέτρησης

Φυσική ποσότητα η οποία περιγράφεται όχι  
µόνον από έναν αριθµό και µονάδα µέτρησης  
αλλά απαιτεί να οριστεί και µια κατεύθυνση. 

Χρόνος 15 sec

Θερµοκρασία 20ο C

Μάζα 70 kgr

Ηλ. φορτίο 5 mCoulomb

Πυκνότητα
1 

𝑘𝑔𝑟

𝑚ଷ

˃ηλαδή η φυσική ποσότητα που έχει µέτρο (αριθµός 
 που περιγράφει πόσο µεγάλη είναι η φυσική 
ποσότητα) και κατεύθυνση στο χώρο. 

Ταχύτητα ανέµου 5 m/secΒόρειος

˃ύναµη
Φορά + διεύθυνση =  
Κατεύθυνση

1 Newton

Μετατόπιση

𝑨

Αρχική θέση: 𝑃ଵ

Τελική θέση: 𝑃ଶ

𝑭

Παριστάνουµε τη  
µετατόπιση υλικού  

σηµείου µε διάνυσµα. 

1 km



ΟΡΙΣΜΟΣ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ

“˃ιάνυσµα είναι η µαθηµατική εικόνα ή µαθηµατική 
 

 παράσταση ενός  διανυσµατικού µεγέθους ” 

𝚨 𝚩

˃ύο σηµεία Α & Β όπου το ένα χαρακτηρίζεται 
ως αρχή (Α) και το άλλο ως πέρας (Β), µαζί µε το 
τµήµα που ορίζουν αυτά τα σηµεία αποτελεί µια 
καλή απεικόνιση ενός διανυσµατικού µεγέθους. 

Αρχή Πέρας

“ Ονοµάζουµε διάνυσµα ένα ευθύγραµµο τµήµα, 
 
   µε ορισµένα άκρα, µαζί µε µια φορά πάνω σε αυτό το τµήµα ” 

𝛢𝛣 𝛼⃗

𝚨 𝚩𝛣𝛢

ΑρχήΠέρας



ΒΑΣΙΚΕΣ  ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την έννοια της µετατόπισης για να κατανοήσουµε τις βασικές 
ιδιότητες των διανυσµάτων.  

𝑨

Τελική θέση: 𝑃ଶ

Αρχική θέση: 𝑃ଵ
𝐴 = 𝑨

Το µέτρο διανύσµατος είναι µια βαθµωτή 

ποσότητα (πάντα θετική). Περιγράφει την 

ένταση/ισχύ του διαν. µεγέθους (άνεµος, 
δύναµη, µετατόπιση). 

Αρχή

Πέρας

Αρχική θέση: 𝑃ଵ

Τελική θέση: 𝑃ଶ

Αρχική θέση: 𝑃ଷ

Τελική θέση: 𝑃ସ

𝚨 𝜝

Αν δυο διανύσµατα έχουν την ίδια διεύθυνση (ακόµα και 
αν έχουν διαφορετικό µέτρο) τότε είναι παράλληλα. 

Αν δυο διανύσµατα (όπου και να βρίσκονται στο χώρο) 
έχουν την ίδια κατεύθυνση και ίδιο µέτρο τότε είναι ίσα. 

𝚨 

𝚩 

Αν δυο διανύσµατα έχουν αντίθετη 
κατεύθυνση τότε είναι αντίρροπα. 

𝑪 

𝑫 

Αν επιπλέον έχουν και το ίδιο µέτρο 
τότε λέγονται αντίθετα. 

Βόρειος vs Νότιος άνεµος 

𝐶 = −𝐷

Aντίρροπα Αντίθετα Παράλληλα Ίσα

Ίδιο µέτρο 
Ίδιο µέτρο 

Ισχύει για διανύσµατα που βρίσκονται οπουδήποτε στο χώρο 



ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΟ  ΣΥΣΤΗΜΑ
Ένα διάνυσµα στο επίπεδο (2D) ή στο χώρο (3D) ορίζεται όταν οριστούν τα σηµεία της αρχής και 
πέρατος. Ο ορισµός απαιτεί τη χρήση καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων. 

Επίπεδο 𝑹𝟐

𝚨 

𝒙

𝒚

𝚶

Χώρος 𝑹𝟑

𝒙

𝒚

𝒛

𝑩 

Το σύστηµα συντεταγµένων του Καρτέσιου στον 
τρισδιάστατο χώρο ορίζεται µε τη βοήθεια τριών 
προσανολισµένων ευθειών οι οποίες τέµνονται 
κάθετα στο σηµείο Ο. Εκτός από τους οριζόντιους 
άξονες x & y ορίζεται και τρίτος άξονας z, ο οποίος 
είναι κάθετος στο επίπεδο που ορίζουν οι x & y.

Το σύστηµα συντεταγµένων του Καρτέσιου 
στο επίπεδο ορίζεται µε τη βοήθεια δύο 
προσανολισµένων ευθειών οι οποίες 
τέµνονται κάθετα στο σηµείο Ο. 

𝚶

Η αρχή και το πέρας του  
διανύσµατος καταλαµβάνουν 
σηµεία στο καρτεσιανό 
σύστηµα συντεταγµένων.

Αρχή συστήµατος 
συντεταγµένων

Άξονας τετµηµένων

Άξονας τεταγµένων

Οριζόντιο επίπεδο

Κατακόρυφος  
άξονας

𝑷
𝑸

Μια ευθεία γίνεται προσανατολισµένη 
αν µια από τις 2 φορές χαρακτηριστεί 
θετική (θετική ηµιευθεία). 



ΜΟΝΑΔΙΑΙΑ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ
Σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων ορίζονται µοναδιαία διανύσµατα τα οποία έχουν µέτρο 
ίση µε την µονάδα. Μοναδική τους χρήση είναι να δείχνουν προς τη θετική κατεύθυνση των 
προσανατολισµένων αξόνων. 

Επίπεδο 𝑹𝟐

𝚨 

𝒙

𝒚

𝚶

Χώρος 𝑹𝟑

𝒙

𝒚

𝒛

𝚶

𝑷

ଙ̂
ଙ̂

ଚ̂

ଚ̂

𝒌෡

ଙ̂ = ଚ̂ = 𝟏 ଙ̂ = ଚ̂  = 𝒌෡ = 𝟏



ΚΑΡΤΕΣΙΑΝΕΣ  ΣΥΝΤΕΤΑΓΜΕΝΕΣ
Η αρχή και πέρας ενός διανύσµατος προσδιορίζονται σε ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 
2D ή 3D, µε τη βοήθεια ενός ζεύγους ή τριάδας αριθµών, αντίστοιχα. Οι αριθµοί αυτοί ονοµάζονται 
συντεταγµένες αρχής και πέρατος του διανύσµατος.  

Επίπεδο 𝑹𝟐

𝚨 

𝒙

𝒚

Τετµηµένη 𝜶𝟏 : Απόσταση από άξονα y

𝚶

Χώρος 𝑹𝟑

𝒙

𝒚

𝒛

𝑩 

Από το σηµείο Q βρίσκουµε την προβολή του στο 
επίπεδο Οxy, φέρνοντας παράλληλη στον άξονα Oz, 
η οποία τέµνει κάθετα το επίπεδο.  
 
Η τριάδα αριθµών της αρχής και του πέρατος του 
διανύσµατος ορίζει µε µοναδικό τρόπο το διάνυσµα.

(𝛼ଵ,  𝛼ଶ , 𝛼ଷ)
(𝛼ଵ,  𝛼ଶ )

𝛼ଵ

 𝛼ଶ

Τεταγµένη 𝜶𝟐 : Απόσταση από άξονα x

Απόσταση P  
από τον άξονα y

Απόσταση P  
από τον άξονα x Απόσταση Q από  

το επίπεδο Oxy  𝛼ଷ

 𝛼ଶ

 𝛼ଵ

𝑷
𝑸

𝚶

𝑸ᇱ

Απόσταση Q’ από  
τον άξονα y

Απόσταση Q’ από  
τον άξονα x

Ορθή προβολή

𝑷ᇱ

𝑷ᇱᇱ

𝑸ᇱᇱ

(𝛼ଵ, 0)

(0, 𝛼ଶ )

(𝛼ଵ, 𝛼ଶ , 0)

(0,0, 𝛼ଷ)



ΣΥΝΙΣΤΩΣΕΣ  ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΟΣ
Οι πράξεις µε διανύσµατα διευκολύνονται µε την εύρεση των συνιστωσών διανυσµάτων.  

Επίπεδο 𝑹𝟐

𝚨 

𝒙

𝒚

𝚶

(𝛼ଵ,  𝛼ଶ )

𝐴௫

𝑷

ଙ̂

ଚ̂

𝒙

𝒚

𝚶

𝚺

𝑻

(𝜎ଵ, 𝜎ଶ )

(𝜏ଵ,  𝜏ଶ )

𝐴௬

Επίπεδο 𝑹𝟐

𝑩 

ଙ̂

ଚ̂

𝑨 = 𝑨𝒙 + 𝑨𝒚 = 𝐴௫ଙ̂ + 𝐴௬ଚ̂

𝛼ଵ − 0 ଙ̂ + 𝛼ଶ − 0 ଚ̂ = 𝛼ଵଙ̂ + 𝛼ଶଚ̂

(0,0)

˃ιάνυσµα µε αρχή το Ο ˃ιάνυσµα µε αρχή το Σ

𝑩 = 𝑩𝒙 + 𝑩𝒚 = 𝐵௫ଙ̂ + 𝐵௬ଚ̂ =

𝜏ଵ − 𝜎ଵ ଙ̂ + 𝜏ଶ − 𝜎ଶ ଚ̂

𝛣௫

𝛣௬

Αν το 𝑨  αντιστοιχεί σε µετατόπιση, τότε η µετατόπιση από το Ο στο P µπορεί εναλλακτικά να 
καλυφθεί πηγαίνοντας απόσταση 𝐴௫ προς την κατεύθυνση +x (ଙ̂) και µετά απόσταση 𝐴௬ προς  

την κατεύθυνση +y (ଚ̂). 

𝑨 = 𝛢௫
ଶ + 𝐴௬

ଶ 𝑩 = 𝐵௫
ଶ + 𝐵௬

ଶ

𝐴 = 𝐴௫ 𝐴௬

Εναλλακτική γραφή 
κάθετων συνιστωσών 

𝐵 = 𝐵௫ 𝐵௬

𝑨𝒙

𝑨𝒚

𝑩𝒙

𝑩𝒚

(𝛼ଵ, 0)𝑷ᇱ

(0, 𝛼ଶ)
𝑷′ᇱ

𝑻ᇱ (𝜏ଵ,  𝜎ଶ )

𝑻ᇱᇱ
(𝜎ଵ,  𝜏ଶ )



ΠΡΑΞΕΙΣ  ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ (I)

Αριθµητικό πολλαπλάσιο

Χρήση συνιστωσών

𝚨

𝚨

𝚩

𝛣 = 2𝛢

𝛣 = −
1

2
𝛢

𝚩

Πολλαπλασιασµός µε σταθερά δεν αλλάζει 
τη διεύθυνση του διανύσµατος παρά µόνο  
τη φορά (κατεύθυνση) ή/και το µέτρο του

𝒙

𝒚

𝚶 ଙ̂

ଚ̂
𝚨 𝑩

𝑩 = 𝑩𝒙 + 𝑩𝒚 = 𝐵௫ଙ̂ + 𝐵௬ଚ̂ = 𝛽ଵଙ̂ + 𝛽ଶଚ̂

(𝛼ଵ,  𝛼ଶ )
(𝛽ଵ,  𝛽ଶ )

𝚨 = 𝑨𝒙 + 𝑨𝒚 = Α௫ଙ̂ + Α௬ଚ̂ = 𝛼ଵଙ̂ + 𝛼ଶଚ̂

𝑨 = 𝛼ଵ
ଶ + 𝛼ଶ

ଶ 𝑩 = 𝛽ଵ
ଶ + 𝛽ଶ

ଶ

𝑩 = 2 𝑨 ⇒ 𝛽ଵ
ଶ + 𝛽ଶ

ଶ = 4(𝛼ଵ
ଶ + 𝛼ଶ

ଶ)

Προσοχή: Γενικά  𝛽ଵ ≠ 2𝑎ଵ 𝛽ଶ ≠ 2𝑎ଶ

Χρήση διαγραµµάτων υπό κλίµακα

Θέλουµε να βρούµε  
Τα β1 & β2  

tan 𝜑 =
𝛼ଶ

𝛼ଵ
=

𝛽ଶ

𝛽ଵ

𝜑



ΠΡΑΞΕΙΣ  ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ (II)

Άθροισµα διανυσµάτων

𝚨

𝚩

𝑩 

𝑪 = 𝚨 + 𝚩

𝚨

𝚩 𝑪 = 𝚩 + 𝚨

Ισχύει ο νόµος της µετάθεσης, δεν έχει 
 σηµασία η σειρά πρόσθεσης των  
διανυσµάτων.

Τοποθετούµε την αρχή του δεύτερου  
διανύσµατος στο πέρας του πρώτου (διαδοχικά).

Χρήση συνιστωσών

𝒚

ଚ̂
𝑩

(𝛼ଵ,  𝛼ଶ )

(𝛽ଵ,  𝛽ଶ )

𝒙

𝚨

ଙ̂

𝚨 = 𝑨𝒙 + 𝑨𝒚 = Α௫ଙ̂ + Α௬ଚ̂ = 𝛼ଵଙ̂ + 𝛼ଶଚ̂

𝑩 = 𝑩𝒙 + 𝑩𝒚 = 𝐵௫ଙ̂ + 𝐵௬ଚ̂ = 𝛽ଵଙ̂ + 𝛽ଶଚ̂

(𝛾ଵ,  𝛾ଶ )

𝑪 = 𝑨 + 𝑩 = 𝛼ଵଙ̂ + 𝛼ଶଚ̂ + 𝛽ଵଙ̂ + 𝛽ଶଚ̂ =

(𝛼ଵ+𝛽ଵ)ଙ̂ + (𝛼ଶ+𝛽ଶ)ଚ̂ = 𝛾ଵଙ̂ + 𝛾ଶଚ̂

𝑪 =  𝑪𝒙 + 𝑪𝒚 = 𝐶௫ଙ̂ + 𝐶௬ଚ̂ = 𝛾ଵଙ̂ + 𝛾ଶଚ̂

Προσοχή: Γενικά δεν ισχύει  𝑪 = 𝚨 + 𝚩

𝑪

𝑪

𝑪

Ίσο (ελεύθερο) διάνυσµα:  
ίδια διεύθυνση, φορά και µέτρο 

Μνηµονικός κανόνας:  
σχηµατισµός παραλληλογράµµου 

Χρήση διαγραµµάτων υπό κλίµακα



ΠΡΑΞΕΙΣ  ΜΕ ΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ (IΙI)

˃ιαφορά διανυσµάτων

Χρήση συνιστωσών

𝑪 = 𝚨 − 𝚩 = 𝚨 + (−𝚩)

𝚨

𝑩 

−𝚩

Ουσιαστικά βρίσκουµε το αντίθετο του δεύτερου  
διανύσµατος και τοποθετούµε την αρχή του νέου 
διανύσµατος στο πέρας του πρώτου (διαδοχικά).

𝒚

ଚ̂

𝒙ଙ̂

𝚨

𝑩 

(𝛼ଵ,  𝛼ଶ )

(𝛽ଵ,  𝛽ଶ )

𝑪

𝑪

𝚨 = Α௫ଙ̂ + Α௬ଚ̂ = 𝛼ଵଙ̂ + 𝛼ଶଚ̂

𝑩 = 𝐵௫ଙ̂ + 𝐵௬ଚ̂ = 𝛽ଵଙ̂ + 𝛽ଶଚ̂

𝑪 = 𝚨 − 𝑩 = (𝛼ଵ−𝛽ଵ)ଙ̂ + (𝛼ଶ−𝛽ଶ)ଚ̂

𝑪 =  𝐶௫ଙ̂ + 𝐶௬ଚ̂ = 𝛾ଵଙ̂ + 𝛾ଶଚ̂

Όταν το 𝛽ଶ είναι πολύ µεγαλύτερο του 𝛼ଶ    
(όπως συµβαίνει στο επάνω παράδειγµα) 
 τότε το πέρας της διαφοράς θα έχει αρνητική τεταγµένη.

Μνηµονικός κανόνας: από πέρας  
δεύτερου σε πέρας πρώτου

Χρήση διαγραµµάτων υπό κλίµακα

(𝛾ଵ,  𝛾ଶ )



ΔΙΑΝΥΣΜΑ  ΘΕΣΗΣ

𝒙

𝒚

𝒛

𝚶ଙ̂
ଚ̂

𝒌෡

Σηµείο 𝐏𝟏 : Θέση 
σωµάτιου τη 
χρονική στιγµή t1

𝐏𝟏

𝑟(t) = x t  ଙ̂ + 𝑦 𝑡  ଚ̂ + z t  𝒌෡ 

˃ιάνυσµα θέσεως: δέσµιο διάνυσµα, µε αρχή του στην αρχή των αξόνων. Καθώς ο 
χρόνος t µεταβάλλεται, η κορυφή του διανύσµατος κινείται µαζί µε το κινούµενο 
σηµείο Ρ και διαγράφει µια καµπύλη στον χώρο, την τροχιά του σηµείου. 

P

𝐏𝟐

Σηµείο 𝐏𝟐 : Θέση 
σωµάτιου τη 
χρονική στιγµή t2

τροχιά του σηµείου

𝑟(t)

𝑷𝟏𝟐 = 𝚫𝒓 = 𝒓𝟐 − 𝒓𝟏 = 𝑥ଶ − 𝑥ଵ ଙ̂ + 𝑦ଶ − 𝑦ଵ ଚ̂ + (𝑧ଶ−𝑧ଵ)𝒌෡

𝒓𝟏 = 𝑥ଵ ଙ̂ + 𝑦ଵ ଚ̂ + 𝑧ଵ 𝒌෡ 

𝒓𝟐 = 𝑥ଶ ଙ̂ + 𝑦ଶ ଚ̂ + 𝑧ଶ 𝒌෡ 

Οι τριάδες συντεταγµένων δίνουν τις θέσεις του 
σωµάτιου (πέρας διανύσµατος θέσεως) τις χρονικές 
στιγµές t1 & t2.

˃ιάνυσµα µετατόπισης

𝚫𝒓

𝒓𝟐 = 𝒓𝟏 + 𝚫𝒓

𝒓𝟏

𝒓𝟐

Από πέρας δεύτερου σε πέρας πρώτου

(𝑥ଵ, 𝑦ଵ ,  𝑧ଵ )

(𝑥ଶ,  𝑦ଶ ,  𝑧ଶ )

( 𝑥 𝑡 , 𝑦 𝑡 , 𝑧 𝑡  )



Εισαγωγή στις πραγματικές συναρτήσεις



ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Έστω Α ένα υποσύνολο του R, καλούµε ως πραγµατική συνάρτηση µε πεδίο 
ορισµού το Α µια διαδικασία f, κατά την οποία κάθε στοιχείο x ∈ A αντι- 

στοιχίζεται σε ένα µόνο πραγµατικό αριθµό y. Το y ονοµάζεται τιµή της f στο x 
και συµβολίζεται µε f(x). 

Πεδίο ορισµού f Σύνολο τιµών f 

𝑓 ∶ 𝐴 → R   
𝑥 → 𝑓 𝑥 ≡ 𝑦  

Ανεξάρτητη µεταβλητή 

Εξαρτηµένη µεταβλητή 

ΣΥΜΒΟΛΙΚΑ  

𝑓 𝑥 =  1 − ln 𝑥

Ορίζεται µόνο αν 1 −  ln 𝑥   ≥ 0 ⟺   
ln 𝑥   ≤  ln 𝑒   ⟺   0 < 𝑥 ≤ 𝑒

Πεδίο ορισµού Α  = (0, e]  
είναι υποσύνολο του R. 
Πεδίο τιµών f είναι R. 



ΚΑΜΠΥΛΗ  ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ

Έστω συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α. Γραφική παράσταση ή καµπύλη Cf  της  f σε 
ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Oxy  καλείται το  σύνολο  των σηµείων  

M(x, f(x)) για όλα τα 𝑥 ∈ 𝐴. 

Σηµείο του επιπέδου M(x, y) ανήκει 
στην καµπύλη µόνο όταν y=f(x) Πεδίο ορισµού Α Σύνολο τιµών f(Α) 

Η εξίσωση y=f(x) επαληθεύεται µόνο από τα ζεύγη (x, y) που είναι συντεταγµένες 
σηµείων της καµπύλης Cf και καλείται εξίσωση της γραφικής παράστασης της  f. 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ  ΚΑΜΠΥΛΩΝ



Α. Παράγωγος πραγματικής συνάρτησης μιας μεταβλητής



Α. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ Πραγματικής συνάρτησης μιας 
πραγματικής  μεταβλητής

Έστω σηµείο xo ⋲  (α, β). Αν το παρακάτω όριο της συνάρτησης υπάρχει και είναι 
πραγματικός αριθμός τότε λέμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo του πεδίου 

ορισµού της. Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της  f στο xo και ορίζεται ως εξής: 

Έ𝜎𝜏𝜔   𝑓 ∶ 𝑥 → 𝑓 𝑥       𝑥, 𝑓 𝑥 ⋲  ℛ,   𝛼 < 𝑥 < 𝛽

𝑓ᇱ 𝑥௢  ≡  
𝑑𝑓 𝑥

𝑑𝑥
   ≡  

𝑑𝑓 𝑥௢

𝑑𝑥
 ≡  lim

୼୶→଴

𝑓 𝑥𝑜 + Δx − 𝑓(𝑥௢) 

Δx

“f  τονούµενο  του  xo” 
x=xo 

Η έννοια της παραγώγου σε σημείο xo γίνεται κατανοητή ως 
1. Κλίση της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο xo   (Γεωµετρία). 
2. Ρυθµός µεταβολής ή «ταχύτητα» της συνάρτησης. 
3. Εργαλείο στη γραµµική προσέγγιση συνάρτησης στη περιοχή του σηµείου xo  



Παράγωγος  συνάρτηση

Έστω µια συνάρτηση f µε πεδίο ορισµού Α. H f  είναι παραγωγίσιµη στο Α ή, απλά, 
παραγωγίσιµη, όταν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο  xo ⋲  Α.  
 
 
Όταν Α1 το σύνολο των σηµείων του Α στα οποία η f είναι παραγωγίσιµη. 
Αντιστοιχίζοντας κάθε x ∈ Αଵ στο f ′(x), ορίζουµε τη παράγωγο συνάρτηση 

𝑓′ ∶ 𝐴1 → R   
𝑥 → 𝑓′ 𝑥  

η οποία ονοµάζεται πρώτη παράγωγος της  f  ή απλά παράγωγος της και 

συµβολίζεται µε 
ௗ௙(௫)

ௗ௫
.  H παράγωγος y = f ′ (x) συµβολίζεται και ως y = ( f (x))′.   



Παράγωγοι ανώτερης τάξης

Η παράγωγος της συνάρτησης  f ΄ λέγεται δεύτερη παράγωγος της  f και 
συµβολίζεται µε f΄΄   
 
 
Επαγωγικά ορίζονται παράγωγοι ανώτερης τάξεως. Η νιοστή παράγωγος της 

συνάρτησης f συµβολίζεται ως  𝑓(௡)  ή 
ௗ௡௙

ௗ௫೙    βάσει του παρακάτω κανόνα 

 
 

𝑓(௡)  =   𝑓 ௡ିଵ ᇱ
 

 
 

                          
ௗ௡௙(௫)

ௗ௫೙  = 
ௗ

ௗ௫
 [ 

ௗ ௡ିଵ௙(௫)

ௗ௫೙షభ ] 
 



1. Παράγωγοι  βασικών  συναρτήσεων

𝑑𝑐

𝑑𝑥
 =   0 c:  σταθερά 

𝑑𝑥ఔ

𝑑𝑥
 =   𝜈𝑥ఔିଵ

 ν ⋲ Ν :  φυσικός αριθµός 
 Ν = {0,1,2,3,...} 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑥
 = 1

ν=1 

𝑑𝑥ఘ

𝑑𝑥
 =   𝜌𝑥ఘିଵ

 ρ ⋲ Q :  ρητός αριθµός 

 Q = {
ఈ

ఉ
 , α & β ακέραιοι µε β≠0} 

 
 

𝑑 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑𝑥
 = 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑑 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑑𝑥
 = −𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑 𝑒௫

𝑑𝑥
 = 𝑒௫

𝑑 ln 𝑥

𝑑𝑥
 =

1

𝑥

𝑑 log௔ 𝑥

𝑑𝑥
 =

1

𝑥 ln 𝑎
ln 𝑥  ≡ log௘ 𝑥 

Άρρητος π=3.14159.... 

e=2,71828..

Βάση φυσικού λογαρίθµου



2α. Ιδιότητες  της  παραγώγου

𝑑(𝑓1 + 𝑓2)

𝑑𝑥
 =   

𝑑𝑓1

𝑑𝑥
+  

𝑑𝑓2

𝑑𝑥

𝑑(𝑐𝑓)

𝑑𝑥
 =   𝑐

𝑑𝑓

𝑑𝑥
c:  σταθερά 

𝑑(𝑓𝑔)

𝑑𝑥
 =   𝑓

𝑑𝑔

𝑑𝑥
+  

𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑔

𝑑

𝑑𝑥
(
𝑓

𝑔
)  =   (

1

𝑔ଶ
)( 

𝑑𝑓

𝑑𝑥
𝑔 − 𝑓

𝑑𝑔

𝑑𝑥
  )

g(x) ≠ 0 

𝑑

𝑑𝑥
𝑓 𝑔 𝑥 =

𝑑𝑓

𝑑𝑔
 
𝑑𝑔

𝑑𝑥
 

f1=f1(x)  &  f2=f2(x) 

f=f(x)  &  g=g(x) 

f(g(x))  σύνθετη συνάρτηση 



2β. Σύνθεση  συναρτήσεων

α βx γ δy=g(x) ε ζf(y)

g f

Αν συνάρτηση g είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα ˃=(α,β) και f είναι παραγωγίσιµη 
στο g(˃), τότε η σύνθεσή τους f º g είναι παραγωγίσιµη στο ˃ και ισχύει 

 
( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x).   

H συνάρτηση F = 𝑥ଶ + 1   παρατηρούµε ότι προκύπτει αν στην  𝑓 𝑦 = 𝑦 = 𝑔(𝑥)  
θέσουµε όπου y το g(x) = 𝑥ଶ + 1. ˃ηλαδή είναι F(x) = f(g(x)). 
 
˃ηλαδή για να παραγωγίσουµε τη σύνθετη συνάρτηση f (g(x)), σε πρώτη φάση 
παραγωγίζουµε την f σαν να έχει ανεξάρτητη µεταβλητή την g(x) και στη συνέχεια 
πολλαπλασιάζουµε µε την παράγωγο της g (ως προς x). 

Παράδειγµα



3α. Παραδείγματα

𝑑 𝑥ଶ +  𝑎ଶ

𝑑𝑥
 =  ?

( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x)   

𝑑𝑥ఘ

𝑑𝑥
 =   𝜌𝑥ఘିଵ



3α. Παραδείγματα

𝑑 𝑥ଶ +  𝑎ଶ

𝑑𝑥
 =  ?

( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x)   

𝑑𝑥ఘ

𝑑𝑥
 =   𝜌𝑥ఘିଵ

H σύνθετη  συνάρτηση F = 𝑥ଶ + 𝑎ଶ   παρατηρούµε ότι προκύπτει αν στην   

f(y) = 𝑦  =  𝑦ଵ/ଶ  θέσουµε όπου y το g(x) = 𝑥ଶ + 𝑎ଶ. ˃ηλαδή είναι F(x) = f(g(x)). 
 

f ′ (y)=
𝑑𝑓

𝑑𝑦
=

1

2
 𝑦 ିଵ/ଶ =  

1

2
 𝑥ଶ + 𝑎ଶ ିଵ/ଶ =  

1

2
 

1

𝑥ଶ  + 𝑎ଶ
 

 

g′(x) =
ௗ௚

ௗ௫
 = 2x 

ௗ ௫మା ௔మ

ௗ௫
 =

ଵ

ଶ
 

ଵ

௫మ ା ௔మ
 2𝑥 =  ௫

௫మ ା ௔మ



3β. Παραδείγματα

𝑑𝑒௦௜௡௫

𝑑𝑥
 =  ?

( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x)   

𝑑 𝑒௫

𝑑𝑥
 = 𝑒௫

𝑑 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑𝑥
 = 𝑐𝑜𝑠𝑥



3β. Παραδείγματα

𝑑𝑒௦௜௡௫

𝑑𝑥
 =  ?

H σύνθετη  συνάρτηση F = 𝑒௦௜௡௫   παρατηρούµε ότι προκύπτει αν στην   
f(y) = 𝑒௬ θέσουµε όπου y το g(x) = sinx. ˃ηλαδή είναι F(x) = f(g(x)). 

𝑑𝑒௦௜௡௫

𝑑𝑥
 = 𝑒௦௜௡௫𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑑 𝑒௫

𝑑𝑥
 = 𝑒௫

𝑑 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑑𝑥
 = 𝑐𝑜𝑠𝑥

( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x)  

f ′ (y)=
𝑑𝑓

𝑑𝑦
= 𝑒௬ = 𝑒௦௜௡௫

g′(x) =
ௗ௚

ௗ௫
 = 𝑐𝑜𝑠𝑥  



3γ. Παραδείγματα

𝑑

𝑑𝑥
(

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
)  =  ? ( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x)   𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥



3γ. Παραδείγματα

𝑑

𝑑𝑥
(

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
)  =  ?

H σύνθετη  συνάρτηση F(x) =
ଵ

௦௜௡௫
 παρατηρούµε ότι προκύπτει αν στην   

f(y) = 
ଵ

௬
  θέσουµε όπου y το g(x) = sinx. ˃ηλαδή είναι F(x) = f(g(x)). 

 

𝑑

𝑑𝑥
𝑠𝑖𝑛𝑥 = 𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑑

𝑑𝑥
(
ℎ

𝑠
)  =   (

1

𝑠ଶ
)( 

𝑑ℎ

𝑑𝑥
𝑠 − ℎ

𝑑𝑠

𝑑𝑥
  )

s ≡ s(x) ≠ 0 

𝑓ᇱ 𝑔 𝑥 =?

h ≡  h(x) 

g′(x) = cosx 

𝑑

𝑑𝑥

1

𝑠𝑖𝑛𝑥
= −

1

sinଶ 𝑥
cosx = −

𝑐𝑜𝑠𝑥

sinଶ 𝑥

𝑓ᇱ 𝑦 =
1

𝑦ଶ
 
𝑑 1

𝑑𝑦
𝑦 − 1

𝑑𝑦

𝑑𝑦
 =

1

𝑦ଶ
 0 − 1 = −

1

𝑦ଶ
= −

1

sinଶ 𝑥

( f (g(x)))′ = f ′ (g(x)) · g′(x).   



3δ. Παραδείγματα

Θεωρούµε κίνηση σώµατος σε µια διάσταση όπου η συνάρτηση θέσης x(t) καθορίζει 
τη θέση του κινητού κατά µήκους του άξονα κατά τη χρονική στιγµή t. 
 

𝑥 𝑡 = 𝑥௢ + 𝜐𝜊 𝑡 − 𝑡௢ +  
1

2
𝛼(𝑡 − 𝑡௢

 )ଶ 

Ταχύτητα    𝜐 𝑡 =  
ௗ௫(௧)

ௗ௧
= 𝜐𝑜 + 𝛼 (𝑡 − 𝑡௢) 

Επιτάχυνση    𝛼 𝑡 =  
ௗజ(௧)

ௗ௧
=  

ௗଶ௫(௧)

ௗ௧మ =  𝛼  

Το κινητό κινείται µε σταθερή επιτάχυνση α: 

 

Τη χρονική στιγµή 𝑡 = 𝑡௢  βρίσκεται στη θέση xo και έχει ταχύτητα υο  



3ε. Παραδείγματα

Θεωρούµε κίνηση σώµατος σε µια διάσταση όπου η συνάρτηση θέσης x(t) καθορίζει 
τη θέση του κινητού κατά µήκους του άξονα κατά τη χρονική στιγµή t. 
 

𝑥 𝑡 = 𝑥௢ cos (𝜔𝑡)  +  
𝜐ఖ

𝜔
 sin (𝜔𝑡) 

Ταχύτητα    𝜐 𝑡 =  
ௗ௫(௧)

ௗ௧
= −𝜔𝑥𝑜 sin (𝜔𝑡)  + 𝜐𝜊 cos (𝜔𝑡) 

 

Επιτάχυνση    𝛼 𝑡 =  
ௗజ(௧)

ௗ௧
=  

ௗଶ௫(௧)

ௗ௧మ = −𝜔ଶ𝑥𝑜 cos (𝜔𝑡)  − 𝜔𝜐𝜊 sin (𝜔𝑡) 

 

Το κινητό κινείται µε µεταβλητή στο χρόνο επιτάχυνση  

 x(0) = xo 

 

 υ(0) = υo  

 

𝛼 𝑡 =  −𝜔ଶ 𝑥𝑜 cos (𝜔𝑡)  +  
జഎ

ఠ
 sin (𝜔𝑡) = −𝜔ଶ  𝑥(𝑡) 



Παράγωγος πραγματικής συνάρτησης μιας 
πραγματικής  μεταβλητής

Έστω σηµείο xo ⋲  (α, β). Αν το παρακάτω όριο της συνάρτησης υπάρχει και είναι 
πραγματικός αριθμός τότε λέμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο xo του πεδίου 

ορισµού της. Το όριο αυτό ονοµάζεται παράγωγος της  f στο xo και ορίζεται ως εξής: 

Έ𝜎𝜏𝜔   𝑓 ∶ 𝑥 → 𝑓 𝑥       𝑥, 𝑓 𝑥 ⋲  ℛ,   𝛼 < 𝑥 < 𝛽

𝑓ᇱ 𝑥௢  ≡  
𝑑𝑓 𝑥

𝑑𝑥
   ≡  

𝑑𝑓 𝑥௢

𝑑𝑥
 ≡  lim

୼୶→଴

𝑓 𝑥𝑜 + Δx − 𝑓(𝑥௢) 

Δx

“f  τονούµενο  του  xo” 
x=xo 

Η έννοια της παραγώγου σε σημείο xo γίνεται κατανοητή ως 
1. Κλίση της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο xo   (Γεωµετρία). 
2. Ρυθµός µεταβολής ή «ταχύτητα» της συνάρτησης. 
3. Εργαλείο στη γραµµική προσέγγιση συνάρτησης στη περιοχή του σηµείου xo  



Έστω σηµείο Α(xο, f(xο)) καµπύλη Cf  της συνάρτησης  f και ένα επιπλέον σηµείο 
M(x, f(x)), τα οποία ορίζουν την ευθεία ΑΜ (τέµνουσα της καµπύλης). 

 Όταν x πλησιάζει το xo, είτε από δεξιά (x>xo) είτε από αριστερά (x<xo), η τέµνουσα 
λαµβάνει µια οριακή θέση (ε) έχοντας ένα και µόνο σηµείο τοµής µε την καµπύλη. 
Η τελευταία ονοµάζεται εφαπτοµένη της καµπύλης στο σηµείο Α. 

Εφαπτομένη & τέμνουσα καμπύλης

Εξίσωση γραφικής παράστασης y=f(x)

Καµπύλη συνάρτησης 



 Κλίση ή συντελεστής διεύθυνσης της 
τέµνουσας ευθείας ΑΜ  

tan 𝜑 = 𝜆 =  
ΜΓ

ΑΓ
=  

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥𝑜)

𝑥 − 𝑥𝑜

 

 
Η ποσότητα αυτή αντιπροσωπεύει τη µεταβολή της 

τιµής της  f ως προς τη µεταβολή του x ή αλλιώς   
୼௙

୼௫
. 

Κλίση και εξίσωση τέμνουσας ευθείας 

x=xo+˃x

f(x)= 
f(xo+˃x)

Περίπτωση  ˃x≠0 

Ερώτηση: Ποιά η κλίση και η εξίσωση µιας τέµνουσας ευθείας;

Τότε η ευθεία που διέρχεται από το Α τέµνει την καµπύλη και στο 
σηµείο Μ. Σχηµατίζει γωνία φ µε οριζόντιο άξονα.

Η εξίσωση της ευθείας που 
διέρχεται από τα σηµεία Α και Μ  

𝑦 = 𝒇(𝒙) = 𝑓 𝑥௢ + 𝑥 − 𝑥௢  𝑡𝑎𝑛𝜑 = 𝑓 𝑥௢ + 𝜆 𝑥 − 𝑥௢  

Σχηµατίζει γωνία φ µε τον οριζόντιο άξονα. Η ευθεία αυτή για κάθε ˃x≠0 τέµνει 
τοπικά τη γραφική παράσταση της συνάρτησης  σε δύο σηµεία.

 𝑓(𝑥𝑜+˃x)

Δx

Πεπερασµένο



Κλίση ή συντελεστής διεύθυνσης της 
εφαπτοµένης της Cf στο Α είναι   

 

tan 𝜔 = 𝜆 =  lim
୼୶→଴

𝑓 𝑥𝑜+˃x − 𝑓(𝑥𝑜)

Δx
=

 𝑑𝑓(𝑥𝑜)

𝑑𝑥
 

 
Η ποσότητα αυτή αντιστοιχεί στη µεταβολή της τιµής 

της  f ως προς την µεταβλητή x στο σηµείο xo ή 

αλλιώς 
 ௗ௙(௫

௢
)

ௗ௫
 = 𝑡𝑎𝑛 𝜔. 

Κλίση και εξίσωση εφαπτομένης ευθείας 

Περίπτωση  ˃x⟹ 0 
 τότε 𝒕𝒂𝒏 𝝋 ⟹ 𝒕𝒂𝒏 𝝎

Ερώτηση: Ποιά η κλίση και η εξίσωση µιας εφαπτοµένης ευθείας στο σηµείο Α;

Τότε η ευθεία που διέρχεται από το Α είναι εφαπτοµένη αφού το Μ 
σχεδόν ταυτίζεται µε το Α. Σχηµατίζει γωνία φ=ω µε οριζόντιο άξονα.

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της 
 καµπύλης Cf στο σηµείο Α  

𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑓 𝑥௢ + 𝒕𝒂𝒏𝝎 𝑥 − 𝑥௢ = 𝑓 𝑥௢ + 𝝀 𝑥 − 𝑥௢

   = 𝑓 𝑥௢ +
 𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙
𝑥 − 𝑥௢ = 𝑓 𝑥௢ + 𝒇ᇱ 𝒙𝒐 𝑥 − 𝑥௢

Η ευθεία αυτή έχει τοπικά (στην περιοχή του σηµείο 𝑥௢) µόνο ένα κοινό σηµείο µε τη 
Cf. Εφάπτεται δηλαδή της καµπύλη στο σηµείο Α(xο, f(xο)). 

x=xo+˃x

f(x)= 
f(xo+˃x) Ορισµός παραγώγου 𝑓(𝑥)≡y



4α.  Γεωμετρική  Προσέγγιση

Αν υπάρχει το lim
୼୶→଴

௙ ௫
௢
ା୼୶ ି௙(௫೚)

 ୼୶
  και είναι ένας πραγµατικός αριθµός λ τότε ορίζουµε 

ως εφαπτοµένη της Cf στο σηµείο της Α, την ευθεία ε που διέρχεται από το Α και έχει 
συντελεστή διεύθυνσης λ.  

𝑓ᇱ 𝑥௢  ≡  
𝑑𝑓 𝑥

𝑑𝑥
   ≡  

𝑑𝑓 𝑥௢

𝑑𝑥
 

x=xo 

Η παράγωγος της συνάρτησης στο 𝑥 = 𝑥଴ 
είναι η κλίση της εφαπτοµένης ευθείας.

xo+˃x

f(xo+˃x)

𝑦 = 𝑓 𝑥௢ +
 𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙
𝑥 − 𝑥௢ = 𝑓 𝑥௢ + 𝒇ᇱ 𝒙𝒐 𝑥 − 𝑥௢



4β.  Ρυθμός  μεταβολής  συνάρτησης

•   
 
Σχετική µεταβολή της τιµής της συνάρτησης f  ως προς τη µεταβολή της µεταβλητής x 
 

𝛥𝑓

𝛥𝑥
=

𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥  − 𝑓(𝑥௢)

𝛥𝑥
 

• Περίπτωση  ˃x⟹ 0 
 

Ρυθµός µεταβολής της τιµής της  f ή “ταχύτητα” της συνάρτησης στο σηµείο 𝑥 = 𝑥଴  
 

𝑑𝑓(𝑥௢)

𝑑𝑥
= lim

୼୶→଴

𝛥𝑓

𝛥𝑥
= lim

୼୶→଴

𝑓 𝑥𝑜+˃x − 𝑓(𝑥௢)

Δx
 

 
Παράδειγµα: Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού που κινείται ευθύγραµµα και η θέση 
του στον άξονα κίνησής του εκφράζεται από τη συνάρτηση x = f(t) θα είναι τη χρονική 

στιγµή t0, 𝜐 𝑡𝑜 = 𝑓′(𝑡௢) ≡
ௗ௙(௧೚)

ௗ௧
  

 
δηλαδή ο ρυθµός µεταβολής της f(t) ως προς t όταν t = t0. 

Περίπτωση  ˃x≠0 

Η παράγωγος εκφράζει το ρυθµό µεταβολής ή ταχύτητα µιας συνάρτησης



Παράδειγμα:  Στιγμιαία  ταχύτητα

Θεωρούµε κίνηση σώµατος σε µια διάσταση όπου η συνάρτηση θέσης x(t) καθορίζει 
τη θέση του κινητού κατά µήκους του άξονα κατά τη χρονική στιγµή t. 

x(t)

x = x(t)x(to)

Με τη παρέλευση χρόνου ˃t = t – to το κινητό µετακινείται από το σηµείο Μο στο Μ 
διανύοντας απόσταση ˃x =  x(t) – x(to). Η µέση ταχύτητά του κατά την µετακίνηση  

 
𝑥 𝑡 − 𝑥(𝑡𝑜)

𝑡 − 𝑡𝑜
=

Απόσταση

Χρόνος
 

Αν το ˃t είναι πολύ µικρό τότε έχουµε πολύ καλή προσέγγιση του ρυθµού µεταβολής 
της θέσης ή στιγµιαίας ταχύτητας του κινητού στο σηµείο Μο: 
 

𝜐 𝑡𝑜 =  lim
௧→௧௢

௫ ௧ ି௫(௧௢)

௧ ି௧௢
   (Παράγωγος συνάρτησης θέσεως) 



4γ.  Γραμμική προσέγγιση f στην περιοχή xo

Με  ˃x ≠ 0 µπορούµε να γράψουµε 

 
𝑓 𝑥𝑜 + Δx  − 𝑓(𝑥଴)

Δx
=

𝛥𝑓

𝛥𝑥
=  

𝒅𝒇(𝒙𝟎)

𝒅𝒙
+ 𝜂 𝑥𝑜, 𝛥𝑥    

 

⟺ 𝒇 𝒙𝒐 + 𝜟𝒙 = 𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥 
𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙
 + ˃x 𝜂 𝑥𝑜, 𝛥𝑥  

 

Αν  
ௗ௙ ௫

௢

ௗ௫
 ≠ 0 τότε µπορούµε πάντα να διαλέξουµε ένα ˃x τέτοιο ώστε 𝜂 𝑥𝑜, 𝛥𝑥  ⋘  

ௗ௙ ௫
௢

ௗ௫
.

Αν για παράδειγμα  ισχύει  𝜂 𝑥𝑜, 𝛥𝑥  ~ 10ିଷ ௗ௙ ௫௢

ௗ௫
 

 
 
 
Όπου ο 3ος (διορθωτικός) όρος µπορεί να γίνει όσο µικρός θέλουµε µειώνοντας το ˃x. 
 
Μπορούµε να κάνουµε γραµµική προσέγγιση της τιµής της συνάρτησης στην περιοχή του xo  µε 
τη βοήθεια της παραγώγου: 

𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥  ≈  𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥 
𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙
 

 

 

Η παράγωγος σε σηµείο 𝒙 = 𝒙𝟎,  𝒇′(𝒙𝒐) , χρησιµοποιείται για την προσέγγιση της τιµής της f 
στην ευρύτερη περιοχή του 𝑥 = 𝑥଴ 

Όταν ˃x ⟹ 0 τότε 

𝜂 𝑥𝑜, 𝛥𝑥  ⟹ 0

Παράγοντας διόρθωσης (σφάλµα στη προσέγγιση) 
ο οποίος εξαρτάται από το σηµείο 𝑥 = 𝑥଴ αλλά και πόσο 
 µακριά είµαστε από το σηµείο (˃x). 

𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥 = 𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥 
𝑑𝑓 𝑥𝑜

𝑑𝑥
1 +  10ିଷ = 𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥 

𝑑𝑓 𝑥𝑜

𝑑𝑥
+ 𝛥𝑥 10ିଷ  

𝑑𝑓 𝑥𝑜

𝑑𝑥
 



𝑓ᇱ 𝑥௢  ≡  
𝑑𝑓 𝑥

𝑑𝑥
   ≡  

𝑑𝑓 𝑥௢

𝑑𝑥
 

x=xo 

Η παράγωγος της συνάρτησης στο 
𝑥 = 𝑥଴ είναι η κλίση της 
εφαπτοµένης ευθείας.

xo+˃x

f(xo+˃x)

𝑦 = 𝑓 𝑥௢ +
 𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙
𝑥 − 𝑥௢

4γ.  Γραμμική προσέγγιση f στην περιοχή xo

𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥  ≈ 𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥 
𝒅𝒇 𝒙𝒐

𝒅𝒙
= 𝛤𝛴 + 𝛫𝛤

Κάνοντας γραµµική προσέγγιση στην περιοχή του 𝑥 = 𝑥଴ ουσιαστικά δεν ακολουθούµε 
την καµπύλη της συνάρτησης που είναι η 𝐶௙ αλλά την εφαπτόµενη ευθεία στο σηµείο 

Α(𝑥଴, 𝑓(𝑥଴)). Αυτή η προσέγγιση δεν είναι καλή όταν το ˃x µεγαλώνει σηµαντικά. 

“Γραµµική προσέγγιση”

Εξίσωση εφαπτοµένης ευθείας

𝑓 𝑥𝑜

𝛥𝑥 
𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙

𝑓 𝑥𝑜 + 𝛥𝑥

‘Πραγµατική τιµή’

‘Προσεγγιστική τιµή’

𝑡𝑎𝑛 𝜔 =
𝒅𝒇(𝒙𝒐)

𝒅𝒙
=

𝛫𝛤

𝛢𝛤
=

𝛫𝛤

𝛥𝑥

Κ

𝛫𝛤 = 𝛥𝑥
𝑑𝑓(𝑥௢)

𝑑𝑥Σ

𝜂 𝑥𝑜, 𝛥𝑥



Παράδειγμα:  Στιγμιαία  ταχύτητα - επιτάχυνση

Στιγµιαία ταχύτητα κινητού τη χρονική στιγµή to 
𝜐 𝑡𝑜 =  

𝑑𝑥(𝑡௢)

𝑑𝑡

𝜐 𝑡 =  
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡

Στιγµιαία ταχύτητα κινητού ως συνάρτηση χρόνου t 
(ανεξάρτητη µεταβλητή) 

𝑎(𝑡) =
𝑑𝜐(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝑑2𝑥(𝑡)

𝑑𝑡ଶ

Επιτάχυνση κινητού ως συνάρτηση χρόνου t  

𝒙 𝒕𝒐 + 𝜟𝒕  ≈ 𝒙 𝒕𝒐 + 𝛥𝑡 
𝒅𝒙 𝒕

𝒅𝒕
= 𝒙 𝒕𝒐 + 𝝊 𝒕𝒐  𝛥𝑡

Γραµµική προσέγγιση θέσεως κινητού για µετατοπίσεις µε παρέλευση µικρού 
χρονικού διαστήµατος ˃t 

Για µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή 

Για κάθε χρονική στιγµή 

Για κάθε χρονική στιγµή 

t=to 

Αν γνωρίζουµε την ταχύτητα και τη θέση 
κινητού σε µια χρονική στιγµή µπορούµε 
να κάνουµε µια πρόβλεψη της θέσης σε 
µελλοντική στιγµή (µε κάποιο σφάλµα) 



Β. Παράγωγος πραγματικής συνάρτησης πολλών 
μεταβλητών



Β. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ Πραγματικής συνάρτησης 
πολλών μεταβλητών

𝑙𝑖𝑚
௱௫భ→଴

𝑓 𝑥ଵ + 𝛥𝑥ଵ, 𝑥ଶ − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ) 

𝛥𝑥ଵ
=

𝜕

𝜕𝑥ଵ
𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ)

Έ𝜎𝜏𝜔   𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2 .  Ορίζεται η µερική παράγωγος της συνάρτησης  f ως προς τη 
µεταβλητή xi . Εκφράζει τη µεταβολή στην τιµή της συνάρτησης f για 
απειροελάχιστη µεταβολή µόνο της ανεξάρτητης µεταβλητής xi, δηλαδή “προς τη 
κατεύθυνση της µεταβλητής xi’.  

Η µερική παράγωγος συνάρτησης είναι µια 
συνάρτηση. Το πλήθος τους είναι ίσο µε το 
πλήθος των ανεξάρτητων µεταβλητών. 

𝑙𝑖𝑚
௱௫మ→଴

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ + 𝛥𝑥ଶ − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ) 

𝛥𝑥ଶ
=

𝜕

𝜕𝑥ଶ
𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ)

𝑥ଵ: εισόδηµα 𝑥ଶ: περιουσία 

𝑥ଵ = 10000 𝜀𝜐𝜌ώ  𝑥ଶ = 100 𝜏𝜇 

Δ𝑥ଵ = 100 𝜀𝜐𝜌ώ  Δ𝑥ଶ = 0 𝜏𝜇 

2000 𝜀𝜐𝜌ώ 

2000 𝜀𝜐𝜌ώ 

2200 𝜀𝜐𝜌ώ 

2300 𝜀𝜐𝜌ώ 

Ο ορισµός µας δίδει την τιµή της µερικής 
παραγώγου ως προς 𝒙𝟏 για εισόδηµα 
 𝑥ଵ = 10000 𝜀𝜐𝜌ώ  & περιουσία 𝑥ଶ = 100 𝜏𝜇 

Ο ορισµός µας δίδει την τιµή της µερικής 
παραγώγου ως προς 𝒙𝟐 για εισόδηµα 
 𝑥ଵ = 10000 𝜀𝜐𝜌ώ  & περιουσία 𝑥ଶ = 100 𝜏𝜇 

𝑥ଵ = 10000 𝜀𝜐𝜌ώ  𝑥ଶ = 100 𝜏𝜇 

Δ𝑥ଵ = 0 𝜀𝜐𝜌ώ  Δ𝑥ଶ = 20 𝜏𝜇 



Β. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ Πραγματικής συνάρτησης 
πολλών μεταβλητών

𝑙𝑖𝑚
௱௫భ→଴

𝑓 𝑥ଵ + 𝛥𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) 

𝛥𝑥ଵ
=

𝜕

𝜕𝑥ଵ
𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)

Έ𝜎𝜏𝜔   𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡ .  Ορίζεται η µερική παράγωγος της συνάρτησης  f ως 
προς τη µεταβλητή xi . Εκφράζει τη µεταβολή στην τιµή της συνάρτησης f για 
απειροελάχιστη µεταβολή µόνο της ανεξάρτητης µεταβλητής xi, δηλαδή “προς τη 
κατεύθυνση της µεταβλητής xi’.  

Η µερική παράγωγος συνάρτησης είναι µια συνάρτηση. 
Ο ορισµός µας δίδει την τιµή της µερικής παραγώγου ως 
προς τις αντίστοιχες µεταβλητές. 

𝑙𝑖𝑚
௱௫మ→଴

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ + 𝛥𝑥ଶ  … , 𝑥௡ − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) 

𝛥𝑥ଶ
=

𝜕

𝜕𝑥ଶ
𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)

…

𝑙𝑖𝑚
௱௫೙→଴

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ  … , 𝑥௡ + 𝛥𝑥௡ − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) 

𝛥𝑥௡
=

𝜕

𝜕𝑥௡
𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)



Β. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ Πραγματικής συνάρτησης 
πολλών μεταβλητών

𝜕

𝜕𝑥௜
𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) = 𝑙𝑖𝑚

௱௫೔→଴

𝑓 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௜ + 𝛥𝑥௜, … , 𝑥௡ − 𝑓(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) 

𝛥𝑥௜

Έ𝜎𝜏𝜔   𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡ .  Ορίζεται η µερική παράγωγος της συνάρτησης  f ως 
προς τη µεταβλητή xi . Εκφράζει τη µεταβολή στην τιµή της συνάρτησης f για 
απειροελάχιστη µεταβολή µόνο της ανεξάρτητης µεταβλητής xi, δηλαδή “προς τη 
κατεύθυνση της µεταβλητής xi’.  

Έστω f = f(x,y) τότε ορίζονται οι πρώτες µερικές παράγωγοι 
 
 
 
డ௙(௫എ,௬బ)

డ௫
     = 𝑙𝑖𝑚

௱௫→଴ 
௬ୀఙఛఈఏ

௙ ௫എା୼୶,  ௬బ ି௙(௫എ, ௬బ) 

௱௫
    

 
 
డ௙(௫എ,௬బ)

డ௬
   = 𝑙𝑖𝑚

௱௬→଴ 
௫ୀఙఛఈఏ

௙ ௫എ, ௬బା୼୷ ି௙(௫എ, ௬బ) 

௱௬
    

 

Μνηµονικός κανόνας: Η µερική παράγωγος ως προς µια µεταβλητή µεταπίπτει 
στη συνηθισµένη παράγωγο όταν θεωρήσουµε τις άλλες µεταβλητές ως σταθερές. 

Μεταβάλλεται η τιµή της f λόγω 
µεταβολής µόνο της x κατά ˃x 

Μεταβάλλεται η τιµή της f λόγω 
µεταβολής µόνο της y κατά ˃y 

Ο ορισµός µας δίδει την τιµή της µερικής 
συνάρτησης για τις τιµές των µεταβλητών (𝑥ఖ, 𝑦଴) 

𝑥ଵ = 𝑥  

𝑥ଶ = 𝑦  



Παραδείγματα

Έστω  συνάρτηση f(x,y,z) = 5xy + 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ)𝑧. Ορίζονται οι παρακάτω µερικές 
παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης. 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
=?,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=?,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=? 

 
 
 
 



Παραδείγματα

Έστω  συνάρτηση f(x,y,z) = 5xy + 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ)𝑧. Ορίζονται οι παρακάτω µερικές 
παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης. 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5𝑦 + 4𝑥𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5𝑥 + 4𝑦𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ) 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥ଶ
 ≡ 𝑓௫௫ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=? ?    

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௬௫ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=? ?             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௭௫ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
=? ? 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௫௬ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=? ?           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦ଶ
 ≡ 𝑓௬௬ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=? ?             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௭௬ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
=? ? 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௫௭ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=? ?       

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௬௭ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=? ?             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧ଶ
 ≡ 𝑓௭௭ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑧
=? ? 

 
 
 



Παραδείγματα

Έστω  συνάρτηση f(x,y,z) = 5xy + 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ)𝑧. Ορίζονται οι παρακάτω µερικές 
παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης. 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5𝑦 + 4𝑥𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5𝑥 + 4𝑦𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ) 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥ଶ
 ≡ 𝑓௫௫ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑧           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௬௫ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௭௫ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑥 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௫௬ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦ଶ
 ≡ 𝑓௬௬ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 4𝑧             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௭௬ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 4𝑦 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௫௭ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 4𝑥       

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௬௭ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 4𝑦             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧ଶ
 ≡ 𝑓௭௭ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 0 

 
 
 



Παραδείγματα

Έστω  συνάρτηση f(x,y,z) = 5xy + 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ)𝑧 . Ορίζονται οι παρακάτω µερικές 
παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης. 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5𝑦 + 4𝑥𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5𝑥 + 4𝑦𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ) 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥ଶ
 ≡ 𝑓௫௫ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑧           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௬௫ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௭௫ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑥 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௫௬ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦ଶ
 ≡ 𝑓௬௬ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 4𝑧             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௭௬ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 4𝑦 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௫௭ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 4𝑥       

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௬௭ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 4𝑦             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧ଶ
 ≡ 𝑓௭௭ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 0 

 
 
 



Παραδείγματα

Έστω  συνάρτηση f(x,y,z) = 5xy + 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ)𝑧 . Ορίζονται οι  
παρακάτω µερικές παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης. 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5𝑦 + 4𝑥𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5𝑥 + 4𝑦𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ) 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥ଶ
 ≡ 𝑓௫௫ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑧           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௬௫ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ≡ 𝑓௭௫ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 4𝑥 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௫௬ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5           

𝜕2𝑓

𝜕𝑦ଶ
 ≡ 𝑓௬௬ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 4𝑧             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑦
 ≡ 𝑓௭௬ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 4𝑦 

 
 
𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௫௭ =  

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 4𝑥       

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
 ≡ 𝑓௬௭ =  

𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 4𝑦             

𝜕2𝑓

𝜕𝑧ଶ
 ≡ 𝑓௭௭ =  

𝜕

𝜕𝑧

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 0 

 
 
 



Παραδείγματα

Έστω  συνάρτηση f(x,y,z) = 5xy + 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ)𝑧 .  
 
Ορίζονται οι παρακάτω µερικές παράγωγοι 1ης και 2ης τάξης. 
 
 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
= 5𝑦 + 4𝑥𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑦
= 5𝑥 + 4𝑦𝑧,

𝜕𝑓

𝜕𝑧
= 2(𝑥ଶ +  𝑦ଶ) 

 
డଶ௙

డ௫డ௬
=  

డଶ௙

డ௬డ௫
                     

డଶ௙

డ௫డ௭
=  

డଶ௙

డ௭డ௫
                  

డଶ௙

డ௭డ௬
=  

డଶ௙

డ௬డ௭
   

 

 
˃ηλαδή η σειρά µε την οποία γίνεται η παραγώγιση δεν έχει σηµασία. Αυτό είναι 
γενικός κανόνας για µια συνάρτηση 𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡ : 
 

𝜕2𝑓

𝜕𝑥௜𝜕𝑥௝
=  

𝜕2𝑓

𝜕𝑥௝𝜕𝑥௜
 

 
Όπου 𝑥௜, 𝑥௝  ανήκουν στις µεταβλητές 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡ 

 



Παράγωγος  σύνθετης  συνάρτησης μιας μεταβλητής

Έστω  συνάρτηση  𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡  όπου µε τη σειρά τους οι µεταβλητές x1, x2, … , xn 

είναι και αυτές συναρτήσεις µιας άλλης µεταβλητής t.  ˃ηλαδή ισχύει 
 

f = f(x1, x2, … , xn) 

 
x1 = x1(t), x2=x2(t), ….. , xn=xn(t) 

  
 
Ορίζεται συνάρτηση µιας µεταβλητής g(t) = f( x1(t), x2(t), … , xn(t) ) 

 
 
Η συνηθισµένη παράγωγος της συνάρτησης g ως προς t είναι η εξής: 
 

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ

𝑑𝑥ଵ

𝑑𝑡
+  … …  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥௡

𝑑𝑥௡

𝑑𝑡
 

                                                        

                                                    =  ∑   
డ௙

డ௫೔

ௗ௫೔

ௗ௧
௡
௜ୀଵ  

 
 



Παράδειγμα

 
f = f(x,y) = xy 

 
 x = x(t) = α cos(ωt) 
 y= y(t) = α sin(ωt) 
 

 
Ορίζεται συνάρτηση g = g(t) = f(x,y) = 𝛼ଶ cos (𝜔𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)  
 
Η ολική παράγωγος  της g ως προς t είναι  
 
𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐲

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝒙

𝑑𝑦

𝑑𝑡

= 𝜶𝒔𝒊𝒏(𝝎𝒕) −𝛼𝜔𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡) +  𝜶𝒄𝒐𝒔𝝎𝒕 𝛼𝜔cos (𝜔𝑡)  
 
 

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛼ଶ𝜔 𝑐𝑜𝑠2 𝜔𝑡   −  𝑠𝑖𝑛2 𝜔𝑡  

𝑑𝑔(𝑡)

𝑑𝑡
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ

𝑑𝑥ଵ

𝑑𝑡
+  … …  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥௡

𝑑𝑥௡

𝑑𝑡

𝑥ଵ = 𝑥 𝑥ଶ = 𝑦

Ανεξάρτητες µεταβλητές x, y 

Ανεξάρτητη µεταβλητή t 

Εκφράζουµε τα πάντα ως προς t 

Ανεξάρτητη µεταβλητή t 



Έστω  συνάρτηση  𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  όπου µε τη σειρά τους οι µεταβλητές x1, x2, … , xn 

είναι και αυτές συναρτήσεις πολλών µεταβλητών y1, y2, … , yn.  ˃ηλαδή ισχύει 
 

f = f(x1, x2, … , xn) 

 
x1 = x1(y1, y2, … , ym),    x2=x2(y1, y2, … , ym) , ….. , xn=xn(y1, y2, … , ym) 
  
 
Ορίζεται συνάρτηση πολλών µεταβλητών g(y1, y2, … , ym ) = f(x1, x2, … , xn ) 
  
 
Η µερική παράγωγος της συνάρτηση g ως προς yi είναι η εξής: 
 

𝜕𝑔

𝜕𝒚𝒊
≡ 𝑔𝒚𝒊

=  
𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ

𝜕𝑥ଵ

𝜕𝒚𝒋
+  … …  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥௡

𝜕𝑥௡

𝜕𝒚𝒋
 

                                                        

                                                  =  ∑   
డ௙

డ௫ೕ

௡
௝ୀଵ  

డ௫ೕ

డ௬೔
 

 
 

Παράγωγος  σύνθετης  συνάρτησης πολλών μεταβλητών

Επειδή η g είναι συνάρτηση πολλών 
µεταβλητών ορίζονται µερικές  
παράγωγοι ως προς κάθε µεταβλητή. 

Ανεξάρτητες µεταβλητές 



Παράδειγμα

 
f = f(x,y) = xy 

 
 x = x(s, t) = 𝒔 + 𝒕𝟐 
 y= y(s, t) = 𝒔 + 𝒕 
 

 

Ορίζεται σύνθετη συνάρτηση g = g(s, t) = f(x,y) = 𝒔 + 𝒕𝟐 𝒔 + 𝒕 = 𝑠ଶ + 𝑠𝑡 + 𝑠𝑡ଶ + 𝑡ଷ 
 
Η µερική παράγωγος  της g ως προς s είναι  
 
𝜕𝑔

𝜕𝒔
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝝏𝒔
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝝏𝒔
= 𝒚

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+ 𝒙

𝜕𝑦

𝜕𝑠
= 𝒔 + 𝒕 1 + 𝒔 + 𝒕𝟐 1 = 2𝑠 + 𝑡 + 𝑡ଶ 

 
Η µερική παράγωγος της g ως προς t είναι  
 
𝜕𝑔

𝜕𝒕
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝝏𝒕
+

𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝝏𝒕
= 𝒚

𝜕𝑥

𝜕𝑡
+ 𝒙

𝜕𝑦

𝜕𝑡
= 𝒔 + 𝒕 2𝑡 + 𝒔 + 𝒕𝟐 1 = 𝑠 + 2𝑠𝑡 + 3𝑡ଶ 

𝑥ଵ = 𝑥
𝑥ଶ = 𝑦

Ανεξάρτητες µεταβλητές x, y 

Είναι µια νέα συνάρτηση µε  
ανεξάρτητες µεταβλητές s, t  

Ανεξάρτητες µεταβλητές s, t 

Ανεξάρτητες µεταβλητές s, t 

𝜕𝑔

𝜕𝑦௜
=  

𝜕𝑓

𝜕𝑥ଵ

𝜕𝑥ଵ

𝜕𝑦௜
+  … …  +

𝜕𝑓

𝜕𝑥௡

𝜕𝑥௡

𝜕𝑦௜

𝑦ଵ = 𝑠

𝑦ଶ = 𝑡



Βαθμίδα  συνάρτησης

Έ𝜎𝜏𝜔   𝑓 = 𝑓 𝑥1, 𝑥2, …  𝑥௡ .   Η βαθµίδα (gradient)  της συνάρτησης είναι 
διανυσµατικό µέγεθος και ορίζεται ως εξής 
 

 𝛻f = (
డ௙

డ௫భ
, … ,

డ௙

డ௫೙
) 

 

Το διάνυσµα της βαθµίδας είναι πάντα κάθετο στις επιφάνειας στις οποίες η 
συνάρτηση έχει σταθερή τιµή (2D: π.χ. ισουψείς σε τοπογραφικό χάρτη).  Έχει 

κατεύθυνση προς τη  µέγιστη αύξηση της συνάρτησης. 

Τελεστής Ανάδελτα ή Nabla 



Γ. Παράγωγος διανυσματικής συνάρτησης
μιας μεταβλητής



Διανυσματική συνάρτηση : διάνυσμα θέσεως

α βt

Τέτοια είναι το διάνυσµα θέσεως, ένα δέσµιο διάνυσµα, µε αρχή του στην αρχή των 
αξόνων. Καθώς ο χρόνος t µεταβάλλεται, η κορυφή του διανύσµατος κινείται µαζί µε το 
κινούµενο σηµείο Ρ και διαγράφει µια καµπύλη στον χώρο, την τροχιά του σηµείου.  

𝑟(t) =  x t , y t , z t  = x t  ଙ̂ + 𝑦 𝑡  ଚ̂ + z t  𝒌෡ 
Οι συντεταγµένες του πέρατος του διανύσµατος 
θέσεως είναι οι συντεταγµένες του κινητού. 
Είναι συναρτήσεις µιας ανεξάρτητης µεταβλητής t.  



Στιγμιαία ταχύτητα κινητού στο χώρο

𝑟(t) =  x t , y t , z t  = x t  ଙ̂ + 𝑦 𝑡  ଚ̂ + z t  𝒌෡ 

𝜐⃗ t =   
𝑑𝑥

𝑑𝑡
,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
,
𝑑𝑧

𝑑𝑡
 =

𝒅𝒙(𝒕)

𝒅𝒕
 ଙ̂ +

𝒅𝒚(𝒕)

𝒅𝒕
 ଚ̂ +

𝒅𝒛(𝒕)

𝒅𝒕
 𝒌෡ = 𝝊𝒙 ଙ̂ + 𝝊𝒚ଚ̂ + 𝝊𝒛𝒌෡

Όπως στην περίπτωση κίνησης σε µια διάσταση, η στιγµιαία ταχύτητα του κινητού στο 
χώρο υπολογίζεται ως η παράγωγος της διανυσµατικής συνάρτησης 𝑟 t  ως προς t.  

Το µέτρο της στιγµιαίας ταχύτητας δίνεται από τη σχέση 

𝜐⃗  = 𝜐 =  𝜐௫
ଶ  + 𝜐௬

ଶ  + 𝜐௭
ଶ   

Κάθε συνιστώσα του διανύσµατος της στιγµιαίας ταχύτητας ενός κινητού ισούται µε τον  
στιγµιαίο ρυθµό µεταβολής της αντίστοιχης συντεταγµένης του κινητού. 

𝜐 t =  
𝑑𝑟 (𝑡)

𝑑𝑡
=

𝑑

𝑑𝑡
x t  ଙ̂ +

𝑑

𝑑𝑡
y t  ଚ̂ +

𝑑

𝑑𝑡
z t  𝒌෡ =

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 ଙ̂ + 𝑥 𝑡

𝑑ଙ̂

𝑑𝑡

+
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
 ଚ̂ + 𝑦 𝑡

𝑑ଚ̂

𝑑𝑡
+

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
 𝒌෡ + 𝑧 𝑡

𝑑𝒌෡

𝑑𝑡
=

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 ଙ̂ +

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
 ଚ̂ +

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
 𝒌෡

Τα µοναδιαία διανύσµατα 
είναι σταθερά, οπότε οι 
παράγωγοί τους είναι 0. 



Το διάνυσμα της στιγμιαίας ταχύτητας 
εφάπτεται στην τροχιά

Η στιγµιαία ταχύτητα ενός κινητού ισούται µε το ρυθµό µεταβολής της θέσης του (η 
θέση ορίζεται µε το 𝑟). Η διαφορά µε την κίνηση σε µια διάσταση είναι ότι τόσο η 
θέση 𝒓 όσο και η ταχύτητα 𝝊 ορίζονται µε διανύσµατα 

 

𝜐 =  lim
୼௧→଴

Δ𝑟

Δt
=

 lim
୼୲→଴

𝑟 𝑡 + Δt − 𝑟(𝑡)

Δt 
=  

𝑑𝑟

𝑑𝑡

Καθώς το ˃t τείνει στο 0, τα σηµεία P1 και P2 πλησιάζουν και το διάνυσµα µετατόπισης 
˃𝒓  τείνει να εφάπτεται στην τροχιά. Το διάνυσµα της στιγµιαίας ταχύτητας είναι 
παράλληλο στο ˃𝑟 *. Εποµένως σε κάθε σηµείο της τροχιάς, το διάνυσµα της 
στιγµιαίας ταχύτητας εφάπτεται στην τροχιά.  

𝑟(𝑡 + Δt)

𝑟(𝑡)

∗  𝜐 =  
𝑑𝑟

𝑑𝑡
  ⇒ 𝜐⃗ ∕∕ Δ𝑟

𝑷𝟏𝟐 = 𝚫𝒓 = 𝒓𝒕ା𝚫𝐭 − 𝒓𝒕

= 𝑥ଶ − 𝑥ଵ ଙ̂ + 𝑦ଶ − 𝑦ଵ ଚ̂ + (𝑧ଶ−𝑧ଵ)𝒌෡

˃ιάνυσµα µετατόπισης


