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Σημειακή & Διαστημική Εκτίμηση …

• Για παράδειγμα, υποθέστε ότι θέλουμε να εκτιμήσουμε το καλοκαιρινό 
μέσο εισόδημα μιας τάξης φοιτητών της επιχειρηματικότητας. Για n=25 
φοιτητές, υπολογίζεται να είναι 400 $/εβδομάδα.

• σημειακή εκτίμηση διαστημική εκτίμηση

• Μία εναλλακτική αναφορά είναι:

• Το μέσο εισόδημα κυμαίνεται μεταξύ 380 και 420 $/εβδομάδα.
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1) Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι γνωστό …

• Μπορούμε να υπολογίσουμε ένα διαστημικό εκτιμητή από μια 
δειγματοληπτική κατανομή, ως εξής:

• Επιλέγοντας ένα δείγμα μεγέθους n από έναν πληθυσμό  

• Υπολογίζοντας την μέση τιμή,   

• Και, από το κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι X ακολουθεί 
κανονική (ή προσεγγιστικά κανονική κατανομή) κατανεμημένο ως …

• …ως τυπική κανονική κατανομή (ή προσεγγιστικά κανονική) κατανομή.  
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Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι γνωστό …

• Εξετάζοντας το πιο προσεκτικά …

τυπική κανονική 
κατανομή (γνωστό) 

δειγματοληπτική 
μέση τιμή (γνωστή) 

Μέση τιμή του 
πληθυσμού,  
άγνωστη και θέλουμε 
να την εκτιμήσουμε

Ο αριθμός του 
δείγματος, (γνωστό)

Τυπική απόκλιση του 
πληθυσμού, 
(υποθέτουμε ότι 
είναι γνωστή)



10.6

Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι γνωστό …

• Συμβολίζουμε:

• Έτσι, η πιθανότητα ότι το διάστημα:

• περικλείει την μέση τιμή του πληθυσμού, μ, είναι 1-α. Αυτή είναι μία 
εκτιμήτρια για διάστημα εμπιστοσύνης για μ. 

Η δειγματοληπτική 
μέση τιμή βρίσκεται 
μέσα στο διάστημα…

Το διάστημα 
εμπιστοσύνης
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Εκτιμήτρια Διαστήματος εμπιστοσύνης για μ:

• Η πιθανότητα 1–α καλείται επίπεδο εμπιστοσύνης.

Κάτω Φράγμα 
Εμπιστοσύνης (ΚΦΕ 
ή LCL)

Άνω Φράγμα 
Εμπιστοσύνης (ΚΦΕ
ή UCL)

Συνήθως παριστάνεται 
με ένα  συν/πλην ( ± ) 
πρόσημο
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Γραφικά …
• …εδώ είναι το διάστημα εμπιστοσύνης για μ:

μήκος
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Γραφικά …
• …η πραγματική τοποθεσία της μέσης τιμής του πληθυσμού…

…μπορεί να είναι εδώ……ή εδώ… …ή πιθανώς ακόμα και εδώ…

Η μέση τιμή του πληθυσμού είναι σταθερή αλλά άγνωστη ποσότητα. Είναι λάθος να 
ερμηνεύσουμε την εκτιμήτρια ενός διαστήματος εμπιστοσύνης σαν μία αναφορά σε μία 
πιθανότητα σχετικά με το μ. Το διάστημα ενεργεί ως τα κάτω και άνω φράγματα του 
διαστημικού εκτιμητή της μέση τιμή του πληθυσμού.
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Τέσσερα επίπεδα εμπιστοσύνης που χρησιμοποιούνται πιο συχνά 
…

• Επίπεδο εμπιστοσύνης  

 βάλτε το κάπου εύκαιρα!

Table 10.1
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Παράδειγμα 1 …

•  Μία εταιρία υπολογιστών παίρνει δείγμα για την ζήτηση των 
υπολογιστών κατά την διάρκεια βασικών περιόδων για 25 περιόδους:

• Είναι γνωστό ότι η τυπική απόκλιση της ζήτησης κατά βασικών περιόδων 
είναι 75 υπολογιστές. Θέλουμε να εκτιμήσουμε την μέση τιμή της ζήτησης 
σε βασικές χρονικές περιόδους με 95% εμπιστοσύνη με σκοπό να 
εκτιμήσουμε επίπεδα αποθεμάτων …

235 374 309 499 253

421 361 514 462 369

394 439 348 344 330

261 374 302 466 535

386 316 296 332 334
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Παράδειγμα 1 … 

• «Θέλουμε να εκτιμήσουμε την μέση τιμή της ζήτησης σε βασικές 
χρονικές περιόδους με 95% εμπιστοσύνη με σκοπό να 
εκτιμήσουμε επίπεδα αποθεμάτων …»

• Έτσι, η παράμετρο που θέλουμε να εκτιμήσουμε είναι η μέση τιμή 
του πληθυσμού: μ

• Και έτσι η εκτιμήτρια του διαστήματος εμπιστοσύνης για το μ 
είναι. 

•   

Αναγνωρίστε την παράμετρο



Παράδειγμα 1 …
• Με σκοπό να χρησιμοποιήσουμε την εκτιμήτρια του διαστήματος 

εμπιστοσύνης για το μ, χρειαζόμαστε τις ακόλουθες ποσότητες:  

• επομένως:

• Τα κάτω και άνω φράγματα εμπιστοσύνης είναι 340.76 and 399.56.

370.16

1.96

75

n 25
δίνεται

υπολογισμένη από τα δεδομένα…

Υπολογίστε
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Παράδειγμα 1…
• Η εκτίμηση της μέσης τιμής για την ζήτηση υπολογιστών κατά την 

διάρκεια βασικών περιόδων κυμαίνεται μεταξύ 340.76 και 399.56 —
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτό ως μέσον για να αναπτύξουμε 
μία τακτική για τα αποθέματα.  

• Δηλαδή, εκτιμούμε ότι η μέση τιμή ζήτησης υπολογιστών κατά την 
διάρκεια βασικών περιόδων κυμαίνεται μεταξύ 340.76 και 399.56 — 
και αυτός ο τύπος της εκτιμήτριας είναι σωστή 95% των φορών. Αυτό 
επίσης σημαίνει ότι 5% των φορών θα είναι λανθασμένη.  

• Παρεμπιπτόντως, τα μέσα συχνά αναφέρονται, αντί για 95%, ως «19 
φορές από τις 20», το οποίο δίνει έμφαση στην μακροχρόνια όψη 
του επιπέδου εμπιστοσύνης.  

Ερμηνεύστε
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Εύρος Διαστήματος…

• Το εύρος διαστήματος εξασφαλίζει λίγη πληροφόρηση.

• Για παράδειγμα, υποθέστε ότι εκτιμούμε με 95% εμπιστοσύνη ότι ο 
μέσος μισθός του λογιστή είναι μεταξύ $15,000 και $100,000. 

• Σε αντίθεση με αυτό: ένα άλλο 95% διάστημα εμπιστοσύνης εκτιμάει 
ότι οι αρχικοί μισθοί είναι μεταξύ $42,000 και $45,000.

• Η δεύτερη εκτιμήτρια είναι πολύ πιο στενή, εξασφαλίζοντας πιο 
ακριβή πληροφόρηση σχετικά με τους αρχικούς μισθούς.  



Εύρος Διαστήματος… 

• Το εύρος ενός διαστήματος εμπιστοσύνης είναι μία συνάρτηση του 
επιπέδου εμπιστοσύνης, η τυπική απόκλιση του πληθυσμού, και το
μέγεθος του δείγματος…
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Εύρος Διαστήματος… 

• Το εύρος ενός διαστήματος εμπιστοσύνης είναι μία συνάρτηση του 
επιπέδου εμπιστοσύνης, η τυπική απόκλιση του πληθυσμού, και το
μέγεθος του δείγματος…

• Ένα μεγαλύτερο επίπεδο 
• εμπιστοσύνης εξασφαλίζει 
• ένα ευρύτερο διάστημα 
• εμπιστοσύνης:
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Εύρος Διαστήματος…

• Το εύρος ενός διαστήματος εμπιστοσύνης είναι μία συνάρτηση του 
επιπέδου εμπιστοσύνης, η τυπική απόκλιση του πληθυσμού, και το
μέγεθος του δείγματος…

• Πιο απομακρυσμένες τιμές 
• εξασφαλίζουν ευρύτερα 
• διαστήματα εμπιστοσύνης:
•  



10.20

Εύρος Διαστήματος…

• Το εύρος ενός διαστήματος εμπιστοσύνης είναι μία συνάρτηση του επιπέδου 
εμπιστοσύνης, η τυπική απόκλιση του πληθυσμού, και το μέγεθος του δείγματος…

•  

• Αυξάνοντας το μέγεθος του δείγματος μειώνει το εύρος του διαστήματος εμπιστοσύνης 
ενώ το εύρος του διαστήματος εμπιστοσύνης παραμένει αμετάβλητο.

• Σημειώστε: αυτό επίσης αυξάνει το κόστος το να πετύχουμε επιπρόσθετα δεδομένα  
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Επιλέγοντας το Μέγεθος του Δείγματος …

• Μπορούμε να ελέγξουμε το εύρος του διαστήματος, καθορίζοντας το 
μέγεθος του δείγματος αναγκαίο να παράγει στενά διαστήματα. 

• Υποθέστε ότι θέλουμε να εκτιμήσουμε την μέση τιμή ζήτησης «εντός 
5 μονάδων», π.χ. θέλουμε την εκτιμήτρια του διαστήματος να είναι:

• Αφού: 

• Επακολουθεί ότι  
Λύστε ως προς n για να 
πετύχετε το αναγκαίο 
μέγεθος του δείγματος!  
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Επιλέγοντας το Μέγεθος του Δείγματος …

• Λύνοντας την εξίσωση …

• Δηλαδή, να εξασφαλίσει μία 95% διαστήματος εμπιστοσύνης 
εκτιμήτρια της μέσης τιμής (±5 units), χρειαζόμαστε ως δείγμα 865 
βασικές χρονικές στιγμές (έναντι των 25 δεδομένων που είχαμε 
πρόσφατα).  
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Μέγεθος του δείγματος για την Εκτίμηση της Μέσης Τιμή…

• Ο γενικός τύπος για το μέγεθος του δείγματος απαιτούμενος για την 
εκτίμηση της μέσης τιμής του πληθυσμού με ένα διάστημα:  

• Απαιτείται μέγεθος δείγματος τουλάχιστον τόσο στο μέγεθος:  
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Παράδειγμα 2…

• Μία εταιρία ξυλείας πρέπει να εκτιμήσει την μέση τιμή της 
διαμέτρου των δέντρων για να καθορίσει εάν ή όχι υπάρχει επαρκής 
ξυλεία για να θερίσουν μια περιοχή του δάσους. Χρειάζεται να 
εκτιμήσουμε την διάμετρο εντός 1 ίντσας με επίπεδο εμπιστοσύνης
99%. Η διάμετρος του δέντρου είναι κανονικά κατανεμημένη με 
τυπική απόκλιση 6 ιντσών.  

• Πόσα δέντρα χρειάζονται στο δείγμα?  
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Παράδειγμα 2…
• Πράγματα που γνωρίζουμε:  

• Επίπεδο εμπιστοσύνης = 99%, επομένως α =.01

• Θέλουμε , εκ’ τούτου W=1.

• Μας δίνεται ότι σ = 6.
1 
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Παράδειγμα 2…

• Υπολογίζουμε …

• Δηλαδή, θα χρειαστούμε δείγμα τουλάχιστον 239 δέντρων για να 
έχουμε ένα 99% διάστημα εμπιστοσύνης του 1 
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2) Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι άγνωστο …(αλλά το δείγμα 
n>=30)

• Μπορούμε να υπολογίσουμε ένα διαστημικό εκτιμητή από μια 
δειγματοληπτική κατανομή, ως εξής:

• Επιλέγοντας ένα δείγμα μεγέθους n από έναν πληθυσμό  

• Υπολογίζοντας την μέση τιμή,   

• Και, από το κεντρικό οριακό θεώρημα, γνωρίζουμε ότι X ακολουθεί 
κανονική (ή προσεγγιστικά κανονική κατανομή) κατανεμημένο ως …

• …ως τυπική κανονική κατανομή (ή προσεγγιστικά κανονική) κατανομή.  

X μ
Z

s / n

−
=
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Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι άγνωστό …(αλλά το δείγμα n>=30),

• Εξετάζοντας το πιο προσεκτικά …

δειγματική τυπική 
κανονική κατανομή 
(άγνωστό) 

δειγματοληπτική 
μέση τιμή (γνωστή) 

Μέση τιμή του 
πληθυσμού,  
άγνωστη και θέλουμε 
να την εκτιμήσουμε

Ο αριθμός του 
δείγματος, (γνωστό)

Δειγματική τυπική 
απόκλιση του 
πληθυσμού, 
(υποθέτουμε ότι 
είναι άγνωστή)

X μ
Z

s / n

−
=
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Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι άγνωστό …

• Συμβολίζουμε:

• Έτσι, η πιθανότητα ότι το διάστημα:

• περικλείει την μέση τιμή του πληθυσμού, μ, είναι 1-α. Αυτή είναι μία 
εκτιμήτρια για διάστημα εμπιστοσύνης για μ. 

Η δειγματοληπτική 
μέση τιμή βρίσκεται 
μέσα στο διάστημα…

Το διάστημα 
εμπιστοσύνης

α/2 α/2

s s
P μ z x μ z 1 α

n n

 
−   + = − 

 

α/2 α/2 α/2

s s s
x z x z ,x z

n n n

 
 = − + 
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Εκτιμήτρια Διαστήματος εμπιστοσύνης για μ:

• Η πιθανότητα 1–α καλείται επίπεδο εμπιστοσύνης.

Κάτω Φράγμα 
Εμπιστοσύνης (ΚΦΕ 
ή LCL)

Άνω Φράγμα 
Εμπιστοσύνης (ΚΦΕ
ή UCL)

Συνήθως παριστάνεται 
με ένα  συν/πλην ( ± ) 
πρόσημο

α/2 α/2 α/2

s s s
x z x z ,x z

n n n

 
 = − + 

 

( )
n

22

i

i 1

1
S x x

n 1 =

= −
−
 2 2

2 2

   Χ

=Var   S

   S S





 =  =





Παράδειγμα
• Ένα διεγερτικό φάρμακο ελέγχεται για την επίδραση του στην πίεση 

του αίματος. Οι πιέσεις αίματος 20 ατόμων μετρούνται μισή ώρα 
πριν και μετά τη λήψη του φαρμάκου και λαμβάνονται οι παρακάτω 
διαφορές

• Να κατασκευαστεί ένα 95% Δ.Ε. για τη μέση διαφορά μ της πίεσης 
του αίματος αν από προηγούμενες μελέτες είναι γνωστό ότι ή πριν ή 
και μετά τη λήψη, διαφοράς πιέσεων ακολουθεί κανονική κατανομή 
με διακύμανση 25 και ii) αν δεν γνωρίζουμε τη διακύμανση.

2σ 25,n 20

1 a 0.95 a 0.05

= =

− =  =
( )

Χ μ
Z ~ Ν 0,1

σ n

−
=



Να κατασκευαστεί ένα 95% Δ.Ε. για τη μέση διαφορά μ της πίεσης του αίματος αν 
από προηγούμενες μελέτες είναι γνωστό ότι ή πριν ή και μετά τη λήψη, διαφοράς 
πιέσεων ακολουθεί κανονική κατανομή με διακύμανση 25 και

• Η διακύμανση είναι γνωστή άρα η τυπική απόκλιση είναι σ=5 από 
κανονικό πληθυσμό και ζητάμε Δ.Ε. για τη μέση τιμή μ από 
κανονικό πληθυσμό

• Χρησιμοποιούμε η δειγματική συνάρτηση                                              
και άρα το (1-a)% ΔΕ είναι το 

α/2 α/2

σ σ
Χ z ,  Χ z

n n

 
−  +  

 

( )
Χ μ

Z ~ Ν 0,1
σ n

−
=

0.025 0.025

5 5
0.6 z ,  0.6 z

20 20

 
−  +  

 



.

• .

( )α αz : P Z z a =

( )α/2 α/2z : P Z z a / 2 =

( ) ( )0.025 0.025P Z z 0.025 1 P Z z 0.025 =  −  = 

( )0.025P Z z 0.975  =

cP(A ) 1 P(A)= −



. ( )0.025P Z z 0.975  =



. Συνεπώς αναζητούμε στο εσωτερικό του πίνακα της τυπικής κανονικής την τιμή 1-

α/2=0.975. Η τιμή αυτή φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. Προκύπτει ότι

0.05/2 0.025z z 1.96= =

( )0.025P Z z 0.975  =



. a=0.1, 
a /2z ????=

a1 0.95
2

− =



. P.x.2 a=0.1 Συνεπώς αναζητούμε στο εσωτερικό του πίνακα της τυπικής 

κανονικής την τιμή 1-α/2=0.95. Η τιμή αυτή φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. Προκύπτει ότι

1 a / 2 0.95− =

0.1/2 0.05z z 1.645= =



. P.x.3 1-a=98%    a=0,02  a/2=0,01   1-
a/2=0,99



p.x.3 1-a=0.98,a=0.02  a/2=0.01  1-a/2=0.99

0.02/2 0.01z z 2.33= =



p.x.4 1-a=0.99,a=0.01  a/2=0.005  1-
a/2=0.995

0.02/2 0.01z z 2.33= =



p.x.4 1-a=0.99,a=0.01  a/2=0.005  
1-a/2=0.995

0.01/2 0.005z z 2.575= =





.

• .

α/2 α/2

σ σ
Χ z ,  Χ z

n n

 
−  +  

 
α/2z 1.96=

α/2 α/2

σ σ 5 5
Χ z ,  Χ z 0.6 1.96 ,0.6 1.96

n n 20 20

  
−  +  = −  +  =  

   

n

i

i 1

1 12
Χ X 0.6

n 20=

= = =

 1.59,2.79= −





Παρατήρηση 

• Δεν γράφουμε ποτέ ότι

• Αναφέρουμε ότι έχουμε 95% εμπιστοσύνη ότι ισχύει η σχέση  

( )P 1.59 μ 2,79 0,95−   =

1.59 μ 2,79−  



.

• .

α/2 α/2

σ σ
Χ z ,  Χ z

n n

 
−  +  

 
α/2z 1.96=

α/2 α/2

σ σ 5 5
Χ z ,  Χ z 0.6 1.96 ,0.6 1.96

n n 20 20

  
−  +  = −  +  =  

   

n

i

i 1

1 12
Χ X 0.6

n 20=

= = =

 1.59,2.79= −



ii) Να κατασκευαστεί ένα 95% Δ.Ε. για τη μέση διαφορά μ της πίεσης του αίματος ii) αν δεν 
γνωρίζουμε τη διακύμανση. σ άγνωστο





Να κατασκευαστεί ένα 95% Δ.Ε. για τη μέση διαφορά μ της πίεσης του αίματος αν 
από προηγούμενες μελέτες είναι γνωστό ότι ή πριν ή και μετά τη λήψη, διαφοράς 
πιέσεων ακολουθεί κανονική κατανομή με διακύμανση 25 και

• Η διακύμανση είναι άγνωστη από κανονικό πληθυσμό και ζητάμε 
Δ.Ε. για τη μέση τιμή μ από κανονικό πληθυσμό

• Χρησιμοποιούμε η δειγματική συνάρτηση                                              
και άρα το ΔΕ είναι το 

n 1,α/2 n 1,α/2

S S
Χ t ,  Χ t

n n
− −

 
−  +  

 

n 1

Χ μ
T ~ t

S n
−

−
=





.

• Έχουμε 1-α=0.95 άρα α=0.05 και άρα α/2=0.025

• Η τιμή αυτή φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. Προκύπτει ότι 

n 1,α/2 n 1,α/2

S S
Χ t ,  Χ t

n n
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−  +  

 

( )
2

n n n
22 2

i i i
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1 1 1
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1 1
536 12 27.83

20 1 20

= = =

   
= − = − =  

− −    

 
== − = 

−  

  

n

i n
i 1

i

i 1

X

X X X n
n

=

=

=  = 




n

i

i 1

X
12

X 0.6
n 20

== = =


2S S 5.28= =





.

• Άρα παίρνουμε

n 1,α/2 n 1,α/2

S S
Χ t ,  Χ t

n n
− −

 
−  +  

 
n 1,α/2 19,0.025t t 2.093− = =

n 1,α/2 n 1,α/2

S S 5.28 5.28
Χ t ,  Χ t 0.6 2.093 ,0.6 2.093

n n 20 20
− −

  
−  +  = −  −  =  

   

n

i

i 1

1 12
Χ X 0.6

n 20=

= = =

 1.87,3.07= −



.

n 1,α/2 19,0.025t t 2.093− = =



.
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Γραφικά …
• …εδώ είναι το διάστημα εμπιστοσύνης για μ:

μήκος

α/2

s
x z

n
−

α/2

s
x z

n
+

α/2

s
2 z

n
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2) Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι άγνωστο …(αλλά το δείγμα 
n<30)

• Μπορούμε να υπολογίσουμε ένα διαστημικό εκτιμητή από μια 
δειγματοληπτική κατανομή, ως εξής:

• Επιλέγοντας ένα δείγμα μεγέθους n από έναν πληθυσμό  

• Υπολογίζοντας την μέση τιμή,   

• Και, γνωρίζουμε ότι X ακολουθεί student-t κατανομή με n-1 β.ε.

n 1

X μ
Τ ~ t

s / n
−

−
=
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Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι άγνωστό …(αλλά το δείγμα n<30),

• Εξετάζοντας το πιο προσεκτικά …

δειγματική τυπική 
κανονική κατανομή 
(άγνωστό) 

δειγματοληπτική 
μέση τιμή (γνωστή) 

Μέση τιμή του 
πληθυσμού,  
άγνωστη και θέλουμε 
να την εκτιμήσουμε

Ο αριθμός του 
δείγματος, (γνωστό)

Δειγματική τυπική 
απόκλιση του 
πληθυσμού, 
(υποθέτουμε ότι 
είναι άγνωστή)

X μ
T

s / n

−
=
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Εκτιμώντας το μ όταν το σ είναι άγνωστό …

• Συμβολίζουμε:

• Έτσι, η πιθανότητα ότι το διάστημα:

• περικλείει την μέση τιμή του πληθυσμού, μ, είναι 1-α. Αυτή είναι μία 
εκτιμήτρια για διάστημα εμπιστοσύνης για μ. 

Η δειγματοληπτική 
μέση τιμή βρίσκεται 
μέσα στο διάστημα…

Το διάστημα 
εμπιστοσύνης

n 1,α/2 n 1,α/2

s s
P μ t x μ t 1 α

n n
− −

 
−   + = − 

 

n 1,α/2 n 1,α/2 n 1,α/2

s s s
x t x t , x t

n n n
− − −

 
 = − + 
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Εκτιμήτρια Διαστήματος εμπιστοσύνης για μ:

• Η πιθανότητα 1–α καλείται επίπεδο εμπιστοσύνης.

Κάτω Φράγμα 
Εμπιστοσύνης (ΚΦΕ 
ή LCL)

Άνω Φράγμα 
Εμπιστοσύνης (ΚΦΕ
ή UCL)

Συνήθως παριστάνεται 
με ένα  συν/πλην ( ± ) 
πρόσημο

n 1,α/2 n 1,α/2 n 1,α/2

s s s
x t x t , x t

n n n
− − −

 
 = − + 

 



.
n 1,α/2 n 1,1 α/2t t− − −=
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Γραφικά …
• …εδώ είναι το διάστημα εμπιστοσύνης για μ:

μήκος

n 1,α/2

s
x t

n
−−

n 1,α/2

s
x t

n
−+

n 1,α/2

s
2 t

n
−



Δ.Ε.  για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο 
πληθυσμων



Υποθέσεις



Inference for a Difference in Means of Two 
Normal Distributions, Variances Known



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών των 
οποίων οι διασπορές είναι γνωστές.



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών των οποίων οι 
διασπορές είναι γνωστές (πληθυσμός όχι κανονικός αλλά μεγάλα 
δείγματα>=30)

• Το Δ.Ε. είναι 

• όπου 

2 2 2 2

1 2 1 2
α/2 α/2

1 2 1 2

s s s s
x y z ,x y z

n n n n

 
 − − + − + + 
 
 

( ) ( )
1 2n n

2 22 2

1 1i 1 2 2i 2

i 1 i 11 2

1 1
s x x ,s x x ,

n 1 n 1= =

= − = −
− −
 





Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών των 
οποίων οι διασπορές είναι άγνωστές (Πληθυσμοί κανονικοί, 
δείγματα ανεξάρτητοι με μεγέθη μικρά δηλ. <30)

• 1) Πληθυσμοί κανονικοί, Άγνωστες διακυμάνσεις 

• Ο      είναι ένας εκτιμητής της κοινής διασποράς δηλαδή ο 
σταθμισμένος μέσος των δύο δειγματικών διασπορών (συμμετέχουν 
στον υπολογισμό οι δύο διασπορές σε ποσοστό ανάλογο του 
μεγέθους του δείγματος από το οποίο προέρχεται κάθε μία)

( ) ( )2 2

1 1 2 22

2 p

1 2

n 1 S n 1 S
σ̂ S

n n 2

− + −
= =

+ −

2 2 2

1 2σ σ σ= =

2

pS

( ) ( )
1 2n n

2 22 2

1 1i 1 2 2i 2

i 1 i 11 2

1 1
s x x ,s x x ,

n 1 n 1= =

= − = −
− −
 



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών των οποίων οι 
διασπορές είναι άγνωστές (Πληθυσμοί κανονικοί, δείγματα 
ανεξάρτητα με μεγέθη μικρά δηλ. <30)

• 1) Πληθυσμοί κανονικοί, Άγνωστες διακυμάνσεις 
2 2 2

1 2σ σ σ= =

( )
1 2

1 2 1 2

n n 2

p

1 2

Χ X μ μ
Τ ~ t

1 1
S

n n

+ −

− − −
=

+

( ) ( )2 2

1 1 2 22

2 p

1 2

n 1 S n 1 S
σ̂ S

n n 2

− + −
= =

+ −

( ) ( )
1 2n n

2 22 2

1 1i 1 2 2i 2

i 1 i 11 2

1 1
s x x ,s x x ,

n 1 n 1= =

= − = −
− −
 



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών των 
οποίων οι διασπορές είναι άγνωστές

• 1) Πληθυσμοί κανονικοί, δείγματα ανεξάρτητα

• , Άγνωστες διακυμάνσεις 

• Το Δ.Ε. είναι 

2 2 2

1 2σ σ σ= =

1 2 1 2n n 2,α/2 p n n 2,α/2 p

1 2 1 2

1 1 1 1
x y t S ,x y t S

n n n n
+ − + −

 
− −  + − +  +  

 



2) Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών/Πληθυσμοί κανονικοί, 
δείγματα ανεξάρτητα, Άγνωστες διακυμάνσεις και άνισες 
Διακρίνω 2 περιπτώσεις:1η περίπτωση

• 2i) Αν                 το 100(1-α)% Δ.Ε. είναι το 

2 2

1 2σ σ

2 2 2 2

1 2 1 2
ν,α/2 ν,α/2

1 2 1 2

S S S S
x y t ,x y t ,

n n n n

 
 − −  + − +  + 
 
 

1 2n n=

( )1v 2 n 1= −

1 2n n=



2ii) Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών/Πληθυσμοί κανονικοί, 
δείγματα ανεξάρτητα, Άγνωστες διακυμάνσεις και άνισες  
Διακρίνω 2 περιπτώσεις:2η περίπτωση

• 2ii) Αν                 το 100(1-α)% Δ.Ε. είναι το 

• H τιμή v στρογγυλοποιημένη στον πλησιέστερο ακέραιο,

2 2

1 2σ σ

2 2 2 2

1 2 1 2
ν,α/2 ν,α/2

1 2 1 2

S S S S
x y t ,x y t

n n n n

 
 − −  + − +  + 
 
 

1 2n n

2
2 2

1 2

1 2

2 2
2 2

1 2

1 2

1 2

S S

n n
v

S S

n n

n 1 n 1

 
+ 

 
=
   
   
   +

− −

1 2n n



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών 
(Πληθυσμοί κανονικοί, δείγματα εξαρτημένα)

• Έστω ότι συγκρίνονται δύο θεραπείες (π.χ. σύγκριση δύο 
παυσίπονων)

• Επιλέγεται λοιπόν μία ομάδα ατόμων και στα ίδια άτομα σε 
διαφορετικές χρονικές στιγμές εφαρμόζονται οι θεραπείες και 
γίνονται μετρήσεις.

• Οι παρατηρήσεις που συγκεντρώνονται με αυτό τον τρόπο 
ονομάζονται ζευγαρωτές παρατηρήσεις.



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών 
(Πληθυσμοί κανονικοί, δείγματα εξαρτημένα)

• Αν λοιπόν               είναι οι δύο μετρήσεις στο i-άτομο, τότε η

• παρατήρηση με την       δεν είναι ανεξάρτητες ενώ για το δείγμα των 
ατόμων οι διαφορές                για τα διάφορα i είναι ανεξάρτητες.  

• Έτσι για κάθε i ορίζεται η διαφορά τα

• είναι ανεξάρτητες παρατηρήσεις αποτελούν τυχαίο δείγμα με μέση 
τιμή

•         και διασπορά 

i ix ,  y
ix

iy

i ix y−

i i iz x y ,= −
iz ,  i 1,...,n=

( )
n n

i i i

i 1 i 1

1 1
z z x y

n n= =

= = − 

( )
n n

22 2 2

z i i

i 1 i 1

1 1
S z z z nz

n 1 n 1= =

   
= − = −   

− −   
 



Δ.Ε. για τη διαφορά των μέσων τιμών δύο πληθυσμών 
(Πληθυσμοί κανονικοί, δείγματα εξαρτημένα)

• Ένα 100(1-α)% για τη διαφορά                           στην περίπτωση των 
ζευγαρωτών παρατηρήσεων είναι το 

• Παρατήρηση: Για n>=30 ισχύει ότι 

1 2 zμ μ μ− =

z z z
n 1,α/2 n 1,α/2 n 1,α/2

s s s
z t z t , z t

n n n
− − −

 
 = − + 

 

n 1,α/2 α/2t z− =



ΔΕ για την αναλογία p στοιχείων ενός 
πληθυσμου
• Αν x είναι τα στοιχεία δείγματος μεγέθους n που έχουν κάποιο 

συγκεκριμένο χαρακτηριστικό τότε            είναι ένας εκτιμητής της 
αναλογίας p στοιχείων του πληθυσμού με το χαρακτηριστικό αυτό 

• Επιπλέον ισχύει ότι

• Για μεγάλο n από ΚΟΘ έχουμε   

x
p̂

n
=

( ) ( )
( )p 1 p

ˆ ˆE p p,  V p ,
n

−
= =

( )

( )
( )

p 1 p p̂ p
p̂ ~ N p, ~ N 0,1

n p 1 p

n

 −  −
 

− 



Δ.Ε. για την αναλογία p στοιχείων ενός 
πληθυσμού
• Αν x είναι τα στοιχεία δείγματος μεγέθους n που έχουν κάποιο 

συγκεκριμένο χαρακτηριστικό τότε            είναι ένας εκτιμητής της 
αναλογίας p στοιχείων του πληθυσμού με το χαρακτηριστικό αυτό 

• Επιπλέον ισχύει ότι

• Για μεγάλο n από ΚΟΘ έχουμε 

• (1-α)%ΔΕ για την αναλογία p είναι το 

•   

x
p̂

n
=

( ) ( )
( )p 1 p

ˆ ˆE p p,  V p ,
n

−
= =

( )

( )
( )

p 1 p p̂ p
p̂ ~ N p, ~ N 0,1

n p 1 p

n

 −  −
 

− 

( )
α/2

ˆ ˆp 1 p x
ˆ ˆp z ,   p

n n

−
 =



Δ.Ε. για την διαφορά των αναλογιών 2 
πληθυσμών

• . 1
1

x
p̂

n
=

( ) ( )1 1 2 2 1 2
1 2 α/2 1 2

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆp 1 p p 1 p x x
ˆ ˆ ˆ ˆp p z ,   p ,p

n n n n

− −
−  + = =

2
2

2

x
p̂

n
=

( )1 1

1 1

1

p 1 p
p̂ ~ N p ,

n

 − 
 
 

( )2 2

2 2

2

p 1 p
p̂ ~ N p ,

n

 − 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 2 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

1 2

ˆ ˆp 1 p p 1 p p p p p
ˆ ˆp p ~ N p p , ~ N(0,1)

n n p 1 p p 1 p

n n

 − −  − − −
− − +  

− − 
+





Δ.Ε. για τη διασπορά    ενός πληθυσμού
Προϋπόθεση Πληθυσμός από κανονική κατανομή

2
2

2

(n 1)S
Χ

σ

−
=

• .



Δ.Ε. για τη διασπορά ενός πληθυσμού

2
2 2

n 12

(n 1)S
Χ ~ χ

σ
−

−
=

( )2

1 2P χ X χ 1 a  = −



Δ.Ε. για τη διασπορά ενός πληθυσμού

2
2 2

n 12

(n 1)S
Χ ~ χ

σ
−

−
=

( )2

1 2P χ X χ 1 a  = −

2 2

1 n 1,1 a /2 2 n 1,a /2χ χ ,    χ χ− − −= =



Δ.Ε. για τη διασπορά ενός πληθυσμού
2

2 2

n 12

(n 1)S
Χ ~ χ

σ
−

−
=

( )2

1 2P χ X χ 1 a  = −

2 2

1 n 1,1 a /2 2 n 1,a /2χ χ ,    χ χ− − −= =

( )
2

2 2 2

1 2 n 1,1 a /2 n 1,a /22

(n 1)S
1 a P χ X χ P χ χ

σ
− − −

 −
− =   =   

 



Δ.Ε. για τη διασπορά ενός πληθυσμού

( )
2

2 2 2

1 2 n 1,1 a /2 n 1,a /22

(n 1)S
1 a P χ X χ P χ χ

σ
− − −

 −
− =   =   

 
2 2 2 2
n 1,1 a /2 n 1,a /2 2

2 2 2 2 2

n 1,a /2 n 1,1 a /2

χ χ1 (n 1)S (n 1)S
P P σ

(n 1)S σ (n 1)S χ χ

− − −

− − −

   − −
=   =       − −   



Δ.Ε. για τη διασπορά ενός πληθυσμού
(1-α)%Δ.Ε. για τη διασπορά/τυπική απόκλιση

2 2
2

2 2

n 1,a /2 n 1,1 a /2

(n 1)S (n 1)S
σ

χ χ− − −

− −
 

2 2

2 2

n 1,a /2 n 1,1 a /2

(n 1)S (n 1)S
σ

χ χ− − −

− −
 



ΔΕ για το λόγο          των διασπορών δύο 
πληθυσμών 
• .

2

1

2

2

σ

σ

2

1

2 2 2

1 2 1
n 1,m 122 2

22 1

2

2

S

S σ σ
F ~ F

SS σ

σ

− −=  =



ΔΕ για το λόγο          των διασπορών δύο 
πληθυσμών 
• .

2

1

2

2

σ

σ

2

1

2 2 2

1 2 1
n 1,m 122 2

22 1

2

2

S

S σ σ
F ~ F

SS σ

σ

− −=  =

( )1 2P F F F 1 a  = −



ΔΕ για το λόγο          των διασπορών δύο 
πληθυσμών 
• .

2

1

2

2

σ

σ
2

1

2 2 2

1 2 1
n 1,m 122 2

22 1

2

2

S

S σ σ
F ~ F

SS σ

σ

− −=  =

2 2

1 2
n 1,m 1;1 a /2 n 1,m 1;a /22 2

2 1

S σ
P F F 1 a

S σ
− − − − −

 
   = − 

 

n 1,m 1;1 a /2

m 1,n 1;a /2

1
F

F
− − −

− −

=

( )1 2P F F F 1 a  = −



ΔΕ για το λόγο          των διασπορών δύο 
πληθυσμών 
• .

2

1

2

2

σ

σ
2

1

2 2 2

1 2 1
n 1,m 122 2

22 1

2

2

S

S σ σ
F ~ F

SS σ

σ

− −=  =

2 2

1 2
n 1,m 1;1 a /2 n 1,m 1;a /22 2

2 1

S σ
P F F 1 a

S σ
− − − − −

 
   = − 

 

n 1,m 1;1 a /2

m 1,n 1;a /2

1
F

F
− − −

− −

=

2 2 2

1 1 1
m 1,n 1;a /22 2 2

2 n 1,m 1;a /2 2 2

S σ S1
F

S F σ S
− −

− −

   



ΔΕ για το λόγο          των διασπορών δύο 
πληθυσμών
• Πληθυσμοί από κανονική κατανομή και 

• Δείγματα ανεξάρτητα

2

1

2

2

σ

σ

n 1,m 1;1 a /2

m 1,n 1;a /2

1
F

F
− − −

− −

=

2 2 2

1 1 1
m 1,n 1;a /22 2 2

2 n 1,m 1;a /2 2 2

S σ S1
F

S F σ S
− −

− −

   



Παράδειγμα. Απόδοση του δίσκου της μνήμης του συστήματος. Ένα 
μέτρο της απόδοσης είναι ο μέσος χρόνος μεταξύ αδυναμιών 
εκτέλεσης μίας λειτουργίας του δίσκου της μνήμης

• Το κέντρο ανέγραψε το χρόνο των αποτυχιών για ένα τυχαίο δείγμα 
45 αποτυχιών του δίσκου

• Εκτιμήστε την πραγματική μέση τιμή με ένα 90% Δ.Ε.

• Αν ο δίσκος μνήμης λειτουργεί σωστά η πραγματική τιμή ξεπερνά τις 
1700 ώρες. Τι μπορείτε να πείτε για το δίσκο μνήμης?

• Αν στα παραπάνω στατιστικά έχουμε 25 αποτυχίες του δίσκου 
μνήμης τι έχετε να πείτε για τα i) , ii)?

x 1762,   s 215= =



.• σ άγνωστο,  n=45 μεγάλο, αρα ο πληθυσμος κανονικός

• 1-α=0.9,   α=0.1
X μ

Z ~ N(0,1)
s / n

−
=

( )1 2 a /2 a /2

X μ
1 a P z Z z P z z

s / n

 −
− =   = −   

 

( )a /2 a /2P X z s / n μ X z s / n−   +



Αντικατάσταση

• .

a /2 a /2X z s / n ,     X z s / n− +

( )1709.3,        1814,7   



n=25, σ άγνωστο 

• Ισχυει ότι 

n 1

X μ
T ~ t

s / n
−

−
=

n 1,a /2 n 1,a /2X t s / n ,     X t s / n− −− +

25 1,0.1/2t 1.711− =

( )1668.43,     1835.57



Παράδειγμα Μία μελέτη έκανε σύγκριση των παρασίτων που βρέθηκαν στα 
διάφορα είδη ψαριών στη Μεσόγειο και στον Ατλαντικό. Στη μεσόγειο από τα 588 
ψάρια που πιάστηκαν και εξετάστηκαν βρέθηκαν μολυσμένα τα 211.

• Στον ατλαντικό από τα 123 που εξετάστηκαν βρέθηκαν μολυσμένα τα 
26.Συγκρίνετε την αναλογία των παρασίτων στις 2 θάλασσες 
χρησιμοποιώντας ένα 90% διάστημα εμπιστοσύνης



Δ.Ε. για την διαφορά των αναλογιών p1-p2 2 
πληθυσμών

• .
1

1

1

x 211
p̂ 0.36

n 588
= = =

( ) ( )1 1 2 2 1 2
1 2 0.1/2 1 2

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆp 1 p p 1 p x x
ˆ ˆ ˆ ˆp p z ,   p ,p

n n n n

− −
−  + = =

2
2

2

x 26
p̂ 0.211

n 123
= = =
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