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Περιεχόμενα 
Αντιστροφή πινάκων (A⁻¹)

1. Ορισμός αντιστρέψιμου πίνακα

2. Υπολογισμός A⁻¹ με Gauss-Jordan

3. Εφαρμογή αντιστρόφου στην επίλυση συστημάτων



Αντιστροφή πινάκων

Ορισμός

Έστω 𝐴 ένας τετραγωνικός 𝑛 × 𝑛 πίνακας και υπάρχει πίνακας 𝑋 τέτοιος ώστε

𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 = 𝐼𝑛

Τότε λέμε ότι ο πίνακας 𝐴 είναι αντιστρέψιμος και ο πίνακας 𝑋είναι ο αντίστροφος του πίνακα 
𝐴.

Στην περίπτωση αυτή συμβολίζουμε:

𝑋 = 𝐴−1

Ένας πίνακας που δεν έχει αντίστροφο ονομάζεται μη αντιστρέψιμος ή ιδιάζων (singular).



Θεώρημα

Έστω

𝐴 =
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

με

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0

Τότε ο πίνακας 𝐴είναι αντιστρέψιμος και ο αντίστροφός του είναι

𝐴−1 =
1

𝑎𝑑−𝑏𝑐

𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

Παρατήρηση

Αν 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0 , τότε ο πίνακας 𝐴 δεν είναι αντιστρέψιμος.

Θεώρημα Αντιστροφής Πίνακα 2×2



Παράδειγμα Αντιστροφής Πινάκων 



Ιδιότητες
Αντιστρέψιμων 
Πινάκων



Κριτήριο Αντιστρεψιμότητας μέσω 
Ισοδυναμίας με τον Μοναδιαίο Πίνακα



Μέθοδος Gauss–Jordan για τον 
Αντίστροφο Πίνακα

Δηλαδή:
Όταν εφαρμόζουμε στοιχειώδεις πράξεις γραμμών για να κάνουμε

𝐴 → 𝐼

οι ίδιες πράξεις μετατρέπουν

𝐼 → 𝐴−1.

Για αυτό χρησιμοποιούμε τον επαυξημένο πίνακα:

𝐴 ∣ 𝐼 → 𝐼 ∣ 𝐴−1

(μέθοδος Gauss–Jordan).



Αλγόριθμος για τον υπολογισμό του 

𝐴
−1

(αλγόριθμος των Gauss–Jordan)

Βήμα 1:
Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο για την ανηγμένη κλιμακωτή μορφή στον πίνακα

𝐴 ∣ 𝐼

Βήμα 2:
Αν ο 𝐴είναι ισοδύναμος ως προς τις γραμμές με τον 𝐼, τότε ο

𝐴 ∣ 𝐼

είναι ισοδύναμος ως προς τις γραμμές με τον

𝐼 ∣ 𝐴−1 .

Σε διαφορετική περίπτωση ο πίνακας 𝐴 δεν αντιστρέφεται.



Θεώρημα (Το θεώρημα του 
αντίστροφου πίνακα)
Έστω 𝐴ένας 𝑛 × 𝑛πίνακας. Τότε οι παρακάτω προτάσεις είναι ισοδύναμες, με την έννοια ότι για 
δεδομένο πίνακα 𝐴είτε ισχύουν όλες είτε δεν ισχύει καμία.

α) Ο 𝐴είναι αντιστρέψιμος πίνακας.

β) Ο 𝐴είναι ισοδύναμος ως προς τις γραμμές με τον μοναδιαίο πίνακα διάστασης 𝑛 × 𝑛.

γ) Ο 𝐴έχει 𝑛θέσεις pivot.

δ) Η εξίσωση
𝐴𝑥 = 0

έχει μοναδική λύση την τετριμμένη λύση.



Το θεώρημα του αντίστροφου πίνακα
ε) Οι στήλες του 𝐴 είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

στ) Η εξίσωση
𝐴𝑥 = 𝑏

έχει μία λύση για κάθε 𝑏 ∈ ℝ𝑛.

ζ) Οι στήλες του 𝐴παράγουν τον ℝ𝑛.

η) Υπάρχει πίνακας 𝐶 τέτοιος ώστε

𝐶𝐴 = 𝐼

θ) Υπάρχει πίνακας 𝐷τέτοιος ώστε

𝐴𝐷 = 𝐼

ι) Ο πίνακας 𝐴𝑇 είναι αντιστρέψιμος.



Θεώρημα

Έστω 𝐴, 𝐵 τετραγωνικοί πίνακες ίδιας διάστασης.
Αν ισχύει

𝐴𝐵 = 𝐼,

τότε οι πίνακες 𝐴 και 𝐵είναι αντιστρέψιμοι και ισχύει

𝐴 = 𝐵−1 και 𝐵 = 𝐴−1.

Δηλαδή:
Αν δύο τετραγωνικοί πίνακες πολλαπλασιαστούν και δώσουν τον μοναδιαίο πίνακα, τότε είναι 
αντίστροφοι μεταξύ τους.



Εφαρμογή της αντιστροφής πίνακα στην 
επίλυση γραμμικού συστήματος









Λύση Γραμμικού Συστήματος με Αντίστροφο 
Πίνακα

Θεώρημα

Αν ο 𝐴 είναι αντιστρέψιμος 𝑛 × 𝑛πίνακας, τότε η εξίσωση

𝐴𝑥 = 𝑏

έχει μοναδική λύση

𝑥 = 𝐴−1𝑏.



Απόδειξη
Ξεκινάμε από την εξίσωση

𝐴𝑥 = 𝑏

Πολλαπλασιάζουμε αριστερά με 𝐴−1:

𝐴−1𝐴𝑥 = 𝐴−1𝑏

Επειδή

𝐴−1𝐴 = 𝐼

παίρνουμε

𝐼𝑥 = 𝐴−1𝑏

και αφού 𝐼𝑥 = 𝑥, προκύπτει

𝑥 = 𝐴−1𝑏.

Δηλαδή:
Αν ο πίνακας 𝐴 έχει αντίστροφο, τότε το σύστημα 𝐴𝑥 = 𝑏 λύνεται απλά πολλαπλασιάζοντας με τον αντίστροφο πίνακα.
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