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Θεμελιώδη Θεωρήματα του Απειροστικού Λογισμού

Η f μπορεί να μην είναι 
συνεχής, καθώς η συνέχεια 
δεν αποτελεί προϋπόθεση 
της ολοκληρωσιμότητας, 
όμως η F (x ) είναι πάντοτε 
συνεχής.



Θεμελιώδη Θεωρήματα του Απειροστικού Λογισμού

Mας δίνεται ένα εργαλείο για να υπολογίζουμε ολοκληρώματα χωρίς να είμαστε 
αναγκασμένοι να καταφύγουμε στον υπολογισμό των άνω και κάτω αθροισμάτων
Παράδειγμα:



Θεμελιώδη Θεωρήματα του Απειροστικού Λογισμού

για την διαφορά g (b) −g (a) χρησιμοποιήθηκαν τα σύμβολα

Παράδειγμα:
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Η παραγώγιση και η ολοκλήρωση ως 
αντίστροφες διαδικασίες

• αν ξεκινήσουμε με μια συνεχή συνάρτηση f, την ολοκληρώσουμε 
ώστε να επιτύχουμε το ολοκλήρωμα:

• και στη συνέχεια την παραγωγίσουμε, τότε το αποτέλεσμα είναι η 
αρχική συνάρτηση f . Έτσι η παραγώγιση εξουδετέρωσε την 
ολοκλήρωση.



Η παραγώγιση και η ολοκλήρωση ως 
αντίστροφες διαδικασίες

• Αντίστροφα τώρα, αν ξεκινήσουμε με μια συνάρτηση F η οποία να έχει 
συνεχή παράγωγο, πρώτα παραγωγίσουμε και στη συνέχεια 
ολοκληρώσουμε, έχουμε κατασκευάσει το:

• Όμως από το δεύτερο θεμελιώδες Θεώρημα του απειροστικού λογισμού 
ισχύει η ισότητα:

• Έτσι έχουμε στα χέρια μας την αρχική συνάρτηση, αλλαγμένη ίσως κατά 
μία σταθερά.



Η παραγώγιση και η ολοκλήρωση ως 
αντίστροφες διαδικασίες

Μια συνάρτηση F , για την οποία ισχύει F′ = f , ονομάζεται παράγουσα της f .
Γενικά είναι όλες οι συναρτήσεις της μορφής F + c , c ∈ R είναι παράγουσες 
της f .



Η παραγώγιση και η ολοκλήρωση ως 
αντίστροφες διαδικασίες
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Το γενικευμένο ολοκλήρωμα
Μια άλλη περίπτωση γενικευμένου ολοκληρώματος εμφανίζεται όταν η συνάρτηση που 
ολοκληρώνεται τείνει στο ±∞ σε ένα σημείο c , εντός του διαστήματος ολοκλήρωσης [a,b]



Ιδιότητες του ολοκληρώματος



Αριθμητική Ολοκλήρωση
• Η πιθανότητα να μπορέσουμε να βρούμε το ορισμένο ολοκλήρωμα μιας 

συνάρτησης είναι απειροελάχιστη. Ακόμη και απλές περιπτώσεις δεν 
οδηγούν σε αποτέλεσμα με αναλυτικό τύπο, π.χ.:

• Το Θεώρημα Taylor είναι ένα πολύ ισχυρό υπολογιστικό εργαλείο για την 
προσέγγιση συναρτήσεων

• Προσέγγιση της μορφής:

όπου wi βάρη και xi σημεία στο διάστημα ολοκλήρωσης [a, b]

Όμως υπάρχουν, 
αφού είναι κάποια 
συγκεκριμένα 
εμβαδά



Αριθμητική Ολοκλήρωση
• Διάφορες προσεγγίσεις:

τύποι Newton – Cotes
• μέσου σημείου
• μέθοδος τραπεζίου
• Milne



Αριθμητική Ολοκλήρωση
• Διάφορες προσεγγίσεις:

Τύποι Gauss
• n=1
• n=2
• n=3



Αναλυτικές Μέθοδοι Ολοκλήρωσης
Τύποι βασικών ολοκληρωμάτων
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Αναλυτικές Μέθοδοι Ολοκλήρωσης
Ολοκλήρωση με αντικατάσταση



Αναλυτικές Μέθοδοι Ολοκλήρωσης
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Ολοκλήρωση με αντικατάσταση



Αναλυτικές Μέθοδοι Ολοκλήρωσης
Ολοκλήρωση με αντικατάσταση
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