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ΑΣΚΗΣΕΙΣ IV

Άσκηση 1. Αν E1, . . . En, . . . ειναι μη μηδενικοι κλειστοι S-αναλλοιωτοι υποχωροι του H2, δειξτε οτι
για καθε n P N η τομη E1 X ¨ ¨ ¨ X En ειναι μη μηδενικη.
Δωστε ενα παραδειγμα στο οποιο η τομη

Ş

iPNEi = t0u καθως και ενα παραδειγμα στο οποιο η τομη
Ş

iPNEi ‰ t0u.

Άσκηση 2. Για να δειξουμε οτι αν ενας φραγμενος τελεστης A P B( rH2) εχει πινακα Toeplitz ως προς
την ο/κ βαση tfn : n P Z+u, τοτε ειναι τελεστης Toeplitz, ορισαμε τους τελεστες An = W´nAPWn.
Δείξτε οτι }An} = }A} για καθε n P N.

Άσκηση 3. Εστω w P D και ϕw(e
it) = 1 ´ we´it.

Δειξτε οτι ο τελεστης Tϕw ειναι αντιστρεψιμος.

Άσκηση 4. Εστω ϕ P L8.
(α) Δειξτε οτι ο τελεστης Tϕ := PMϕ|

rH2 ειναι ισομετρια αν-ν η ϕ ειναι εσωτερικη συναρτηση. (Συγκρι-
νετε με την ασκηση ΙΙΙ.4)
(β) Δειξτε οτι ο Tϕ ειναι unitary (= ισομετρια και επι) αν-ν η ϕ ειναι (σ.π.) σταθερη.

Άσκηση 5. Δειξτε οτι αν ϕ P L8, ο τελεστης TϕT1 ´ T1Tϕ εχει ταξη το πολυ 1. (Συγκριση: ο Tϕ δεν
εχει ποτε πεπερασμενη ταξη - εκτος βεβαιως αν ειναι 0.)

Οι επομενες τρεις ασκησεις θα χρησιμοποιηθουν για τον εντοπισμο του φασματος τελεστων Toeplitz.
Ορισμός The Numerical range (αριθμητικο συνολο τιμων;) ενος τελεστη A P B(H) ειναι το συνολο:

W (A) = txAf, fy : f P H, }f} = 1u.

Άσκηση 6 (Θεωρημα Toeplitz - Hausdorff). Το συνολοW (A) ειναι κυρτο υποσυνολο του επιπεδου C.

Υποδειξεις - Παρατηρησεις:
Ενα υποσυνολο του επιπεδου ειναι κυρτο αν-ν η τομη του με καθε ευθεια ειναι συνεκτικο συνολο.
Μπορει να βοηθησει να δει κανεις πρωτα την περιπτωση dimH = 2.

Άσκηση 7. σ(A) Ď W (A).

Παρατηρηση. Οταν dimH = 8, τοW (A) δεν ειναι παντα κλειστο.

Παραδειγμα - Ασκηση: Αν A ειναι αυτοσυζυγης n ˆ n πινακας, το W (A) ειναι η κυρτη θηκη των
ιδιοτιμων του A.

Άσκηση 8. Αν ϕ P L8, τοτεW (Mϕ) = conv(σ(Mϕ)) ( conv= κυρτη θηκη).

Υποδειξη: Η κυρτη θηκη του σ(Mϕ) ειναι η τομη ολων των κλειστων ημιχωρων που το περιεχουν.


