
Θεωρία Πιθανοτήτων. Ασκήσεις ΙΙ

1. 'Εστω pXnqn¥1 ακολουθία ισόνομων και ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών με τιμές στο R ώστε η

κατανομή της X1 να μην είναι συγκεντρωμένη σε ένα σημείο [δηλαδή δεν υπάρχει c P R με PpX1 � cq � 1].
Να δειχθεί ότι

Pp lim
nÑ8

Xn υπάρχει στο R̄q � 0.

2. 'Εστω pXnqn¥1 ακολουθία ανεξάρτητων και ισόνομων τυχαίων μεταβλητών με Xn : Ω Ñ r�8,8s για

κάθε n ¥ 1. Θέτουμε Mn :� maxtX1, X2, . . . , Xnu για κάθε n ¥ 1. Να δειχθούν τα εξής.

(α) limnÑ8
Xn
n � 0 κατά πιθανότηταô PpX1 P Rq � 1.

(β) limnÑ8
Xn
n � 0 με πιθανότητα 1ô E|X1|   8.

(γ) limnÑ8
Mn
n � 0 κατά πιθανότηταô PpX1 � �8q   1 και limxÑ8 x PpX1 ¡ xq � 0.

(δ) limnÑ8
Mn
n � 0 με πιθανότητα 1ô PpX1 � �8q   1 και EpX�1 q   8.

3. (α) 'Εστω pXnqnPN� ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με τιμές στο R, με EpX1q P R, και οι οποίες είναι m-

εξαρτημένες, όπουm P N� δεδομένο. Δηλαδή, για κάθε r P N� και θετικούς ακέραιους k1   k2   � � �   kr

με ki�1 � ki ¥ m� 1 για κάθε i � 1, 2, . . . , r� 1, οι τυχαίες μεταβλητές Xk1 , Xk2 , . . . , Xkr είναι ανεξάρτητες.

Να δείξετε ότι limnÑ8 S n{n � EpX1q με πιθανότητα 1.

(β) 'Εστω pXnqn¥1 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές ώστε X1 � Up0, 1q. Θέτουμε

Tn :� X1X2 � X2X3 � � � � � Xn�1Xn �
ņ

k�2

Xk�1Xk

για κάθε n P N�. Να δειχθεί ότι το όριο limnÑ8 Tn{n υπάρχει με πιθανότητα 1 και να υπολογιστεί.

4. 'Εστω pXnqn¥1 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με E|X1|   8 και pknqn¥1 ακολουθία

πραγματικών αριθμών με limnÑ8 kn � 8. Να δειχθεί ότι

lim
nÑ8

1
n

ņ

i�1

Xi1|Xi|¡kn � 0

με πιθανότητα 1.

5. 'Εστω pXnqn¥1 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με X1 � Np0, 1q. Θέτουμε S n :� X1 �

� � � � Xn για κάθε n P N�. Δείξτε ότι:
(α) Αν a ¡ 1{2, τότε

Pp lim
nÑ8

na|S n| � 8q � 1.

(β) Αν a ¤ 1{2, τότε
Pp lim

nÑ8
na|S n| � 0q � 1.

[Υπόδειξη: Δείτε την άσκηση 2.3.10 από το βιβλίο του Durrett, δηλαδή το λήμμα Kochen-Stone.]

6. 'Εστω p P r0, 1s καιpXnqn¥1 ανεξάρτητες και ισόνομες τυχαίες μεταβλητές με PpX1 � 0q � 1� p,PpX1 �

1q � p. Θέτουμε

X :�
8̧

n�1

1
2n Xn.

Δηλαδή ο X είναι ένας αριθμός που γραμμένος στο δυαδικό σύστημα έχει ψηφία τις τυχαίες μεταβλητές

pXnqn¥1.

Να δειχθεί ότι:

(α) Αν p � 1{2, τότε η κατανομή της X είναι ο περιορισμός του μέτρου Lebesgue στο r0, 1s.

(β) Αν p � 1{2, τότε η κατανομή της X είναι ιδιάζουσα.



3. 'Εστω Rn :� S n{n για κάθε n P N�, ρ :� m � 1, µ :� EpX1q. Αρκεί να δείξουμε ότι

Pp lim
kÑ8

Rkρ�v � µq � 1

για κάθε v � 0, 1, . . . , ρ� 1. Γράφουμε

pkρ� vqRkρ�v � S v � Tk,0 � Tk,1 � � � � � Tk,ρ�1

όπου

Tk,` � Xv�` � Xv�`�ρ � � � � � Xv�`�pk�1qρ

για κάθε ` � 0, 1, . . . , ρ� 1. Το Tk,` είναι το άθροισμα των πρώτων k όρων της ακολουθίας pXv�`� jρq j¥0,

που είναι ανεξάρτητες και ισόνομες τ.μ. Ο νόμος μεγάλων αριθμών εφαρμόζεται. Με πιθανότητα 1 ισχύει

lim
kÑ8

Tk,`

k
� µ.

Αρα (παίρνοντας τομή ρ συνόλων που το καθένα έχει πιθανότητα 1) έχουμε με πιθανότητα 1 ότι

Rkρ�v �
S v

kρ� v
�

k
kρ� v

Tk,0

k
� � � � �

k
kρ� v

Tk,ρ�1

k
Ñ 0 � ρ

1
ρ
µ � µ

καθώς k Ñ8.


