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UpenjumÐseic apì tic Pijanìthtec

1. Se èna thleoptikì paiqnÐdi, o paÐkthc èqei thn eukairÐa na anoÐxei ènan apì 3
fakèlouc pou tou parousi�zontai. O pr¸toc apì autoÔc perièqei 3 eur¸, ta
opoÐa paÐrnei kai apoqwreÐ apì to paiqnÐdi. O deÔteroc èqei 5 eur¸ kai tou dÐnei
to dikaÐwma na epanal�bei th diadikasÐa (p�li me 3 fakèlouc ìpwc oi arqikoÐ).
O trÐtoc èqei 7 eur¸ kai tou dÐnei to dikaÐwma na epanal�bei th diadikasÐa (p�li
me 3 fakèlouc ìpwc oi arqikoÐ). An o paÐkthc den gnwrÐzei se k�je epan�lhyh
thc diadikasÐac to perieqìmeno twn fakèlwn kai dialègei sthn tÔqh, tìte poiì
eÐnai to anamenìmeno sunolikì kèrdoc tou?

2. Mia k�lph èqei n kìkkina kai m pr�sina sfairÐdia. Epilègetai sthn tÔqh èna
k�je for� kai afaireÐtai apì thn k�lph mèqri pou na meÐnoun mìno sfairÐdia enìc
qr¸matoc. 'Estw Tn,m o arijmìc twn sfairidÐwn pou èqoun meÐnei sto tèloc aut c
thc diadikasÐac. Diatup¸ste èna anadromikì sq ma upologismoÔ gia th <<dipl 
akoloujÐa>> µn,m = E[Tn,m] kai qrhsimopoi ste to gia na breÐte to µ3,4.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 2 - QwrÐo 1

3. Epilègoume èna nìmisma, ekteloÔme n anex�rthtec rÐyeic tou kai èstw X o
arijmìc twn rÐyewn stic opoÐec ja emfanistoÔn <<Gr�mmata>>. An h pijanìthta na
fèrnei <<Gr�mmata>> to nìmisma eÐnai tuqaÐa metablht  me omoiìmorfh katanom 
sto (0, 1), na brejeÐ h sun�rthsh pijanìthtac thc X kai h mèsh tim  thc.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 3 - QwrÐo 5

4. JewroÔme akoloujÐa anex�rthtwn dokim¸n Bernoulli me pijanìthta epituqÐac p
kai pijanìthta apotuqÐac 1 − p se k�je dokim . 'Estw N h dokim  sthn opoÐa
emfanÐzetai h pr¸th epituqÐa. Na upologistoÔn oi E[N ] kai V ar[N ].

5. Mia k�lph perièqei arqik� r kìkkina kai g pr�sina sfairÐdia kai arqÐzei na
ekteleÐtai h ex c diadikasÐa. Se k�je b ma prostÐjentai j kìkkina sfairÐdia
sthn k�lph kai katìpin aposÔrontai j sfairÐdia apì aut n (opìte sto tèloc
k�je b matoc up�rqoun p�nta r+ g sunolik� sfairÐdia). BreÐte to mèso arijmì
kìkkinwn sfairidÐwn sthn k�lph met� apì n b mata thc diadikasÐac.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 2 - QwrÐo 2

6. 'Estw X mia mh-arnhtik  akèraia tuqaÐa metablht  me pijanogenn tria

PX(z) =
c− 5z

2z2 − 12z + 16
.
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iv UpenjumÐseic apì tic Pijanìthtec

1. Na prosdioristeÐ h stajer� c.
2. Na upologisteÐ h mèsh tim  E[X].
3. Na upologisteÐ h sun�rthsh pijanìthtac fX(x) = P (X = x), x = 0, 1, 2, . . ..

7. 'Estw X mia mh-arnhtik  akèraia tuqaÐa metablht  me pijanogenn tria

PX(z) =
cz2 − 31z + 36

6(2− z)2(3− z)
.

1. Na prosdioristeÐ h stajer� c.
2. Na upologisteÐ h mèsh tim  E[X].
3. Na upologisteÐ h sun�rthsh pijanìthtac fX(x) = P (X = x), x = 0, 1, 2, . . ..

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 3 - QwrÐo 3

8. 'Estw X mia mh-arnhtik  tuqaÐa metablht  me metasqhmatismì Laplace-Stieltjes

F̃X(s) =
10s+ c

3s2 + 30s+ 75
.

1. Na prosdioristeÐ h stajer� c.
2. Na upologisteÐ h mèsh tim  E[X].
3. Na upologisteÐ h sun�rthsh katanom c FX(x) thc X.

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 4 - QwrÐo 1

9. 'EstwX,Y mh-arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc me metasqhmatismoÔc Laplace-Stieltjes

F̃X(s) = e−2s, F̃X(s) =
4e−2s + 6e−6s

10
.

Na upologistoÔn oi sunart seic katanom c FX(x) kai FY (x).
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 4 - QwrÐo 3

10. 'Estw X mia mh-arnhtik  tuqaÐa metablht  me metasqhmatismì Laplace-Stieltjes

F̃X(s) =
1

3
e−2s +

c

3s+ 15
.

1. Na prosdioristeÐ h stajer� c.
2. Na upologisteÐ h mèsh tim  E[X].
3. Na upologisteÐ h sun�rthsh katanom c FX(x) thc X.

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 4 - QwrÐo 4
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Ananewtikèc diadikasÐec

1. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac twn
endi�meswn qrìnwn

fX(t) = pλe−λt + (1− p)λ2te−λt, t ≥ 0,

ìpou p ∈ (0, 1) kai λ > 0. Na upologistoÔn oi metasqhmatismoÐ Laplace -
Stieltjes F̃Sk

(s), (p̃k(s) : k ≥ 0) kai m̃(s), thc sun�rthshc katanom c tou qrìnou
tou k-ostoÔ gegonìtoc, FSk

(t), thc sun�rthshc pijanìthtac tou arijmoÔ twn
gegonìtwn th stigm  t, (pk(t) : k ≥ 0) kai thc ananewtik c sun�rthshc m(t),
antÐstoiqa. Na brejeÐ tÔpoc gia thn ananewtik  sun�rthsh m(t).
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 6 - QwrÐo 1

2. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)}, ìpou h sun�rthsh katanom c twn endi�me-
swn qrìnwn eÐnai

FX(t) =

{
1− e−λ(t−2), an t ≥ 2,
0, an 0 ≤ t < 2,

ìpou λ > 0. Na upologistoÔn oi metasqhmatismoÐ Laplace - Stieltjes F̃Sk
(s),

(p̃k(s) : k ≥ 0) kai m̃(s), thc sun�rthshc katanom c tou qrìnou tou k-ostoÔ
gegonìtoc, FSk

(t), thc sun�rthshc pijanìthtac tou arijmoÔ twn gegonìtwn th
stigm  t, (pk(t) : k ≥ 0) kai thc ananewtik c sun�rthshc m(t), antÐstoiqa. Na
brejeÐ tÔpoc gia thn ananewtik  sun�rthsh m(t).
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 6 - QwrÐo 2

3. (Jèma 3 - Septèmbrioc 2020) BreÐte thn pijanìthta pn(t) = Pr[M(t) = n]
gia thn ananewtik  diadikasÐa {M(t)} me endi�mesouc qrìnouc pou èqoun thn
katanom  Erlang(3,λ), dhl. sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac pou dÐnetai apì
ton tÔpo

fX(x) =

{
λ3

2
x2e−λx, an x ≥ 0,

0, diaforetik�.

4. (Jèma 2a - IoÔnioc 2020) 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me suneq 
katanom  endi�meswn qrìnwn ananèwshc FX(t). Na diatupwjeÐ mia ananewtik 
exÐswsh gia thn h(t) = E[N(t)(N(t) + 1)].
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 7 - QwrÐo 3
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vi Ananewtikèc diadikasÐec

5. (Jèma 2b - IoÔnioc 2020) DÐnetai h ananewtik  exÐswsh

h(t) = (1− e−µt) +
∫ t

0

h(t− u)dFX(u),

ìpou FX(t) = 1 − e−λt, t ≥ 0. Na upologisteÐ o metasqhmatismìc Laplace-

Stieltjes h̃(s) thc lÔshc h(t).
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 8 - QwrÐo 2

6. (Jèma 2 - IoÔnioc 2018) JewroÔme mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me endi�me-
souc qrìnouc gegonìtwn X1, X2, . . . me katanom  FX(x) kai qrìnouc gegonìtwn
S1, S2, . . .. DojeÐshc miac qronik c stigm c t, SN(t) kai SN(t)+1 eÐnai oi qrìnoi
tou teleutaÐou gegonìtoc prin th stigm  t (me SN(t) = 0 an N(t) = 0) kai tou
pr¸tou qrìnou gegonìtoc met� th qronik  stigm  t, antÐstoiqa. 'Estw

h(t) = E

[
SN(t) + SN(t)+1

2

]
.

1. Na diatupwjeÐ mia ananewtik  exÐswsh gia thn h(t).
2. Na brejeÐ h h(t) se kleist  morf , ìtan h {N(t)} eÐnai diadikasÐa Poisson

me rujmì λ.

7. (Jèma 2 - Septèmbrioc 2020) 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me su-
neq  katanom  endi�meswn qrìnwn ananèwshc FX(t) me peperasmènh mèsh tim 
E[X] = a. Na diatupwjeÐ mia ananewtik  exÐswsh gia thn pijanìthta h(t) =
Pr[N(t) eÐnai pollapl�sio tou 3] kai na brejeÐ to ìrio limt→∞ h(t). Na diatupw-
jeÐ saf¸c opoiod pote je¸rhma qrhsimopoihjeÐ kai na elegqjoÔn oi upojèseic
tou.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 7 - QwrÐo 4

8. (Jèma 3 - IoÔnioc 2020) DÐnetai h ananewtik  exÐswsh

h(t) =

∫ ∞
t

e−µudu+

∫ t

0

h(t− u)dFX(u),

ìpou FX(t) eÐnai h sun�rthsh katanom c miac suneqoÔc mh-arnhtik c tuqaÐac
metablht c me mèsh tim  E[X]. Na upologisteÐ to ìrio limt→∞ h(t), afoÔ diatu-
pwjeÐ to je¸rhma pou ja qrhsimopoihjeÐ kai elegqjoÔn oi sunj kec efarmog c
tou.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 8 - QwrÐo 3

9. (Jèma 3 - Septèmbrioc 2019) Epib�tec fj�noun se mia st�sh sÔmfwna me mia dia-
dikasÐa Poisson {N(t)} me rujmì λ. LewforeÐo qwrhtikìthtac K episkèptetai
th st�sh tic stigmèc miac ananewtik c diadikasÐac {M(t)} me suneq  katanom 
endi�meswn qrìnwn G(t). 'Osoi epib�tec qwroÔn kat� thn �fixh enìc lewforeÐou
epibib�zontai kai anaqwroÔn en¸ oi upìloipoi apoqwroÔn apì th st�sh y�qno-
ntac gia enallaktikì mèso metafor�c (p.q. taxÐ). 'Estw X(t) o arijmìc twn pe-
lat¸n pou perimènoun sth st�sh th qronik  stigm  t kai pn(t) = P (X(t) = n).



Ananewtikèc diadikasÐec vii

1. Na diatupwjeÐ mia ananewtik  exÐswsh gia thn pn(t) kai na lujeÐ.
2. Na upologisteÐ to limt→∞ pn(t) ìtan h G(t) akoloujeÐ thn katanom  Exp(µ).
3. Na brejeÐ to makroprìjesmo mèso posostì pelat¸n pou apoqwroÔn apì th

st�sh qwrÐc na exuphrethjoÔn apì to lewforeÐo.

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 8 - QwrÐo 4

10. (Jèma 2 - IoÔnioc 2019) JewroÔme mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me suneq 
katanom  endi�meswn qrìnwn metaxÔ twn gegonìtwn FX(t) me peperasmènh mèsh
tim  E[X].

1. Na diatupwjeÐ kai na lujeÐ mia ananewtik  exÐswsh gia thn pijanìthta h(t) =
Pr[N(t) �rtioc].

2. Na brejeÐ to ìrio limt→∞ Pr[N(t) �rtioc].
3. Na brejeÐ h Pr[N(t) �rtioc], t ≥ 0, se kleist  morf  ìtan h FX(t) eÐnai h

ekjetik  katanom  me par�metro µ (Upìdeixh: MporeÐte na qrhsimopoi sete
to (1)   thn katanom  thc N(t) se aut  thn eidik  perÐptwsh).

11. (Jèma 2 - Septèmbrioc 2018) 'Estw X1, X2, X3, . . . anex�rthtec kai isìnomec mh
arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc me suneq  katanom  FX(x) kai E[Xk

1 ] = µk <∞,
k ≥ 1. 'Estw Sn =

∑n
i=1Xi, n = 1, 2, . . . (S0 = 0) kai N(t) = sup{n ≥ 0 : Sn ≤

t}, t ≥ 0 h antÐstoiqh ananewtik  diadikasÐa. 'Estw X(t) = SN(t)+1 − SN(t) o
t-exart¸menoc endi�mesoc qrìnoc th stigm  t (dhlad  o qrìnoc apì to amèswc
prohgoÔmeno gegonìc prin apì th stigm  t èwc to amèswc epìmeno gegonìc met�
th qronik  stigm  t). Na grafeÐ mia ananewtik  exÐswsh gia thn E[(X(t))3], na
lujeÐ kai na upologisteÐ to limt→∞E[(X(t))3].
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DiadikasÐa Poisson

1. (Jèma 1 - Septèmbrioc 2018) Se èna stajmì diodÐwn katafj�noun forthg� kai
IQ autokÐnhta me rujmoÔc 2 kai 15 oqhm�twn an� leptì antÐstoiqa, sÔmfwna me
anex�rthtec diadikasÐec Poisson. Na upologistoÔn ta akìlouja:

1. H desmeumènh pijanìthta sta pr¸ta 20 lept� leitourgÐac tou stajmoÔ na
èfjasan 30 forthg�, dedomènou ìti sta pr¸ta 40 lept� leitourgÐac tou staj-
moÔ èfjasan 50 forthg� kai 240 IQ autokÐnhta.

2. H desmeumènh pijanìthta se mis  ¸ra leitourgÐac na èqoun afiqjeÐ 300 IQ
autokÐnhta, dedomènou ìti se aut  th mis  ¸ra èqoun èrjei sunolik� 360
oq mata.

3. H pijanìthta to pr¸to forthgì na eÐnai to ìgdoo ìqhma pou afÐqjhke sto
stajmì.

4. Oi desmeumènoi mèsoi qrìnoi emf�nishc tou 75ou kai tou 183ou oq matoc, de-
domènou ìti mèsa sthn pr¸th mis  ¸ra leitourgÐac tou stajmoÔ emfanÐsthkan
149 oq mata.

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 10 - QwrÐo 2

2. (Jèma 1 - IoÔnioc 2019) Se èna nosokomeÐo fj�noun pajologik� kai qeirourgik�
peristatik� me rujmì 10 kai 20 thn ¸ra, antÐstoiqa, sÔmfwna me anex�rthtec
stoqastikèc diadikasÐec Poisson. Na upologistoÔn:

1. H pijanìthta se mia ¸ra ta emfanisjènta peristatik� na  tan enall�x <<pa-
jologikì>>, <<qeirourgikì>>, <<pajologikì>>, <<qeirourgikì>>, klp. <<pajologikì>>,
<<qeirourgikì>>, an emfanÐsjhkan 40 peristatik� th sugkekrimènh ¸ra.

2. H desmeumèna pijanìthta sta pr¸ta 30 lept� miac ¸rac na emfanÐsjhkan 5
pajologik� kai 15 qeirourgik� peristatik�, dedomènou ìti kat� th di�rkeia
aut c thc ¸rac emfanÐsjhkan sunolik� 25 pajologik� kai 35 qeirourgik�
peristatik�.

3. H pijanìthta se mia ¸ra na emfanisjoÔn 40 peristatik�, ek twn opoÐwn ta
20 eÐnai qeirourgik�.

4. H sundiakÔmansh tou arijmoÔ twn qeirourgik¸n peristatik¸n kai tou suno-
likoÔ arijmoÔ peristatik¸n pou emfanÐzontai se mia ¸ra.

5. O mèsoc arijmìc pajologik¸n peristatik¸n pou ja emfanistoÔn mèqri thn
emf�nish tou 50ou qeirourgikoÔ peristatikoÔ.

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 11 - QwrÐo 6

viii



DiadikasÐa Poisson ix

3. (Jèma 1 - Septèmbrioc 2020) Se ènan istìtopo hlektronikoÔ katast matoc
fj�noun ait mata gia agorèc ki episkeuèc sÔmfwna me anex�rthtec diadikasÐec
Poisson me rujmoÔc 4 kai 30 aithm�twn to leptì, antÐstoiqa. Na upologisjoÔn:

1. h pijanìthta to pr¸to aÐthma agor�c na eÐnai to èkto aÐthma pou èfjase ston
istìtopo,

2. o desmeumènoc mèsoc qrìnoc emf�nishc tou 300ou ait matoc agor�c, dedo-
mènou ìti sthn pr¸th ¸ra leitourgÐac tou istìtopou èfjasan 250 ait mata
agor¸n kai 2000 ait mata episkeu¸n.

3. h desmeumènh pijanìthta sta pr¸ta 20 lept� leitourgÐac tou istìtopou na
èfjasan 60 ait mata agor¸n, dedomènou ìti sta pr¸ta 40 lept� leitourgÐac
tou istìtopou èfjasan 100 ait mata agor¸n kai 480 ait mata episkeu¸n.

4. (Jèma 1 - IoÔnioc 2020) Se èna kat�sthma fj�noun �ndrec kai gunaÐkec sÔmfwna
me anex�rthtec diadikasÐec Poisson me rujmoÔc 1 kai 6 thn ¸ra, antÐstoiqa.

1. Na upologisteÐ h pijanìthta na afiqjoÔn 5 gunaÐkec prin thn �fixh tou
pr¸tou �ndra.

2. Na upologisteÐ h desmeumènh pijanìthta na èqoun afiqjeÐ 7 �toma thn pr¸th
mis  ¸ra leitourgÐac tou katast matoc, dedomènou ìti afÐqjhsan sunolik�
20 �toma thn pr¸th ¸ra leitourgÐac tou katast matoc.

5. (Jèma 1 - Septèmbrioc 2019) Se èna LoÔna-Park fj�noun en likec kai paidi�
me rujmoÔc 5 kai 25 an� ¸ra antÐstoiqa, sÔmfwna me anex�rthtec diadikasÐec
Poisson. Na upologistoÔn ta akìlouja:

1. O (desmeumènoc) mèsoc arijmìc paidi¸n pou èfjasan sthn pr¸th ¸ra lei-
tourgÐac tou LoÔna-Park dedomènou ìti se aut  thn ¸ra èfjasan sunolik�
60 �toma.

2. H desmeumènh pijanìthta sthn pr¸th ¸ra leitourgÐac tou LoÔna-Park na
èfjasan 10 en likec, dedomènou ìti stic duo pr¸tec ¸rec leitourgÐac tou
èfjasan 15 en likec kai 60 paidi�.

3. H pijanìthta o pr¸toc en likoc na eÐnai o pèmptoc pel�thc pou afÐqjhke
sto LoÔna-Park.

4. H desmeumènh pijanìthta se duo ¸rec leitourgÐac na èqoun afiqjeÐ 100 pai-
di�, dedomènou ìti thn pr¸th ¸ra apì autèc afÐqjhsan 70 paidi� kai 35
en likec.

5. Oi desmeumènoi mèsoi qrìnoi emf�nishc tou 10ou kai tou 34ou atìmou, dedo-
mènou ìti mèsa sthn pr¸th ¸ra leitourgÐac tou LoÔna-Park emfanÐsthkan
29 �toma.

6. (Jèma 1 - IoÔnioc 2018) JewroÔme duo anex�rthtec diadikasÐec Poisson {N1(t)}
kai {N2(t)} me rujmoÔc λ kai µ antÐstoiqa. 'Estw {N(t)} h upèrjes  touc.

1. Na upologisteÐ h pijanìthta to 1o gegonìc thc {N1(t)} na eÐnai to n-ostì
gegonìc thc {N(t)}.

2. Na upologisteÐ h pijanìthta Pr[N1(t) = 1|N(t) = n].



x DiadikasÐa Poisson

3. Na upologisteÐ h pijanìthta Pr[N(t) = n|N2(t/2) = n− 1].
4. BreÐte poi� katanom  akoloujeÐ h N(t)−N2(t/2).
5. Na upologisteÐ h sundiakÔmansh Cov(N1(t), N(t)).
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Ananewtikèc diadikasÐec me kìsth

1. (Jèma 3 - Septèmbrioc 2018) Se mia apoj kh fj�noun proðìnta proc suskeua-
sÐa sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ. Mìlic sugkentrwjoÔn Nm
proðìnta arqÐzei ènac kÔkloc suskeuasÐac. Kat� th di�rkeia enìc kÔklou su-
skeuasÐac, oi afÐxeic nèwn proðìntwn stamatoÔn mèqri na oloklhrwjeÐ h su-
skeuasÐa ìlwn twn Nm proðìntwn. H diadikasÐa aut  èqei wc ex c: Ta proðìnta
suskeu�zontai se N kouti� twnm proðìntwn to kajèna, mèqri na suskeuastoÔn
ìla. H suskeuasÐa miac partÐdac m proðìntwn se èna koutÐ diarkeÐ tp qronikèc
mon�dec kai amèswc met� to koutÐ anaqwreÐ apì thn apoj kh gia ton proorismì
tou. AkoloÔjwc epilègetai h epìmenh partÐda m proðìntwn gia suskeuasÐa me
qrìno kai p�li tp k.o.k. mèqri pou na suskeuastoÔn kai na anaqwr soun ìlec
oi N partÐdec. Katìpin xekin� mia nèa perÐodoc upodoq c ergasi¸n sÔmfwna
me th diadikasÐa Poisson pou perigr�yame parap�nw k.o.k. K�je qronik  stig-
m  up�rqei kìstoc apoj keushc cp an� proðìn pou brÐsketai sto sÔsthma, pou
plhr¸netai kai gia ta proðìnta pou eÐnai se diadikasÐa suskeuasÐac. Epiplèon
up�rqei kìstoc kb gia thn suskeuasÐa enìc koutioÔ.

1. Na brejoÔn ta makroprìjesma mèsa posost� tou qrìnou fr kai fp pou to
sÔsthma brÐsketai se diadikasÐa upodoq c proðìntwn kai se diadikasÐa su-
skeuasÐac kouti¸n antÐstoiqa.

2. Na brejeÐ o makroprìjesmoc mèsoc rujmìc kìstouc leitourgÐac thc apo-
j khc.

3. Poiì eÐnai to sunolikì kìstoc apoj keushc kai suskeuasÐac pou antistoiqeÐ
se èna koutÐ proðìntwn?

2. (Jèma 2 - Septèmbrioc 2019) Mia mhqan  epijewreÐtai tic stigmèc miac diadika-
sÐac Poisson {N(t)} me rujmì µ. Met� apì k�je epije¸rhsh h mhqan  antika-
jÐstatai me kainoÔrgia thc opoÐac o qrìnoc zw c eÐnai ekjetikìc me par�metro
ν. An h mhqan  qal�sei prin thn epìmenh epije¸rhsh tìte antikajÐstatai me mia
efedrik  metaqeirismènh thc opoÐac o qrìnoc zw c eÐnai Erlang(2, λ) me sun�r-
thsh puknìthtac pijanìthtac

fX(t) =

{
λ2te−λt an t ≥ 0
0 an t < 0.

An kai h efedrik  qal�sei, tìte h mhqan  mènei anenerg  mèqri thn epìmenh e-
pije¸rhsh. Ta kìsth antikat�stashc thc mhqan c eÐnai a kai b antÐstoiqa gia
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kainoÔrgia kai metaqeirismènh. EpÐshc to kìstoc thc enèrgeiac an� qronik  mo-
n�da eÐnai ca kai cb antÐstoiqa, an�loga me to an leitourgeÐ h arqik  (kainoÔrgia)
mhqan    h efedrik . Enìsw h mhqan  leitourgeÐ par�gei proðìnta me rujmì ξ
kai k�je proòìn apofèrei kèrdoc p.

1. Na upologisteÐ to makroprìjesmo posostì tou qrìnou pou h mhqan  lei-
tourgeÐ (me thn arqik    thn efedrik ).

2. Na upologisteÐ o makroprìjesmoc mèsoc rujmìc kèrdouc apì th leitourgÐa
thc mhqan c (kèrdh apì proðìnta meÐon kìsth leitourgÐac kai antikat�stashc
an� qronik  mon�da).

3. (Jèma 4 - Septèmbrioc 2020) Mia mhqan  epexerg�zetai proðìnta se kÔklouc
leitourgÐac. K�je kÔkloc leitourgÐac èqei treic f�seic: th f�sh paragwg c, th
f�sh elègqou kai th f�sh suskeuasÐac twn proðìntwn. H pr¸th f�sh diarke-
Ð mèqri na paraqjoÔn 10 proðìnta. O qrìnoc paragwg c k�je proðìntoc eÐnai
ekjetikìc me par�metro 1/2. H deÔterh f�sh diarkeÐ mèqri na elegqjoÔn ta 10
proðìnta pou par qjhsan sthn pr¸th f�sh. O èlegqoc k�je proðìntoc diarkeÐ
mia qronik  mon�da, sto tèloc thc opoÐac to antÐstoiqo proðìn qarakthrÐzetai
�rtio me pijanìthta 4/5   elattwmatikì me pijanìthta 1/5. Sthn trÐth f�sh su-
skeu�zontai mìno ta �rtia proðìnta, kai o qrìnoc suskeuasÐac an� �rtio proðìn
eÐnai mia qronik  mon�da. To kèrdoc apì k�je �rtio proðìn eÐnai 20 eur¸, en¸ h
zhmÐa apì k�je elattwmatikì proðìn pou par�getai eÐnai 2 eur¸. To kìstoc lei-
tourgÐac thc mhqan c eÐnai 2 eur¸ an� qronik  mon�da gia tic pr¸tec dÔo f�seic
kai 1 eur¸ an� qronik  mon�da gia thn trÐth f�sh. Poioc eÐnai o makroprìjesmoc
mèsoc rujmìc kèrdouc thc mhqan c?

4. (Jèma 4 - IoÔnioc 2020) Mia mhqan  epijewreÐtai stouc qrìnouc twn gegonìtwn
miac ananewtik c diadikasÐac {M(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwn FX(t) =
1−e−µt−µte−µt, t ≥ 0 (pou antistoiqeÐ se katanom  Erlang(2, µ)). Sto di�sthma
metaxÔ dÔo epijewr sewn h mhqan  par�gei proðìnta sÔmfwna me mia diadikasÐa
Poisson me rujmì λ. To kìstoc k�je epije¸rhshc eÐnai k eur¸ kai to kèrdoc apì
k�je proðìn eÐnai r eur¸. EpÐshc up�rqei kìstoc reÔmatoc c eur¸ an� qronik 
mon�da leitourgÐac thc mhqan c. Na brejeÐ o makroprìjesmoc mèsoc rujmìc
kèrdouc an� qronik  mon�da, afoÔ diatupwjeÐ to je¸rhma pou ja qrhsimopoihjeÐ
kai elegqjoÔn oi sunj kec efarmog c tou.

5. (Jèma 3 - IoÔnioc 2019) Mia mhqan  èqei anex�rthtouc kai isìnomouc kÔklouc
leitourgÐac O1, O2, . . . pou akoloujoÔn suneq  katanom  me sun�rthsh puknìth-
tac pijanìthtac

fX(t) =

{
1
2
λe−λt + 1

2
λ2te−λt an t ≥ 0

0 an t < 0.

K�je for� pou telei¸nei ènac kÔkloc leitourgÐac thc mhqan c, h mhqan  tÐje-
tai akariaÐa se epanaleitourgÐa kai arqÐzei ènac nèoc kÔkloc leitourgÐac. 'Estw
ìti up�rqoun trÐa eÐdh kìstouc pou sqetÐzontai me th leitourgÐa thc mhqan c.
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Pio sugkekrimèna, up�rqei kìstoc a an� kÔklo leitourgÐac thc mhqan c, epi-
plèon kìstoc b an� kÔklo leitourgÐac pou uperbaÐnei se di�rkeia tic t0 qronikèc
mon�dec kai kìstoc c an� qronik  mon�da leitourgÐac thc mhqan c. Na breje-
Ð o makroprìjesmoc mèsoc rujmìc kìstouc leitourgÐac thc mhqan c (dhl. to
makroprìjesmo mèso kìstoc an� qronik  mon�da).

6. (Jèma 3 - IoÔnioc 2018) JewroÔme mia mhqan  epexergasÐac proðìntwn pou lei-
tourgeÐ me ton ex c trìpo: Sthn arq  k�je kÔklou leitourgÐac thc fj�nei mia
partÐda proðìntwn proc epexergasÐa, h opoÐa perièqei 2, 3   4 proðìnta me pija-
nìthtec 1/2, 1/3 kai 1/6 antÐstoiqa. Katìpin ta proðìnta aut� epexerg�zontai
apì th mhqan  èna-èna. Oi diadoqikoÐ qrìnoi epexergasÐac twn proðìntwn eÐnai
anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc me mèsh tim  2 qronikèc mon�dec. K�je proðìn
pou diekperai¸netai anaqwreÐ �mesa apì to sÔsthma. Mìlic oloklhrwjeÐ h e-
pexergasÐa ìlwn twn proðìntwn miac partÐdac o antÐstoiqoc kÔkloc leitourgÐac
telei¸nei kai arqÐzei ènac nèoc me thn �fixh miac nèac partÐdac proðìntwn k.o.k.
To sÔsthma èqei kèrdoc 10 qrhmatik¸n mon�dwn gia k�je proðìn, en¸ swrreÔei
kìstoc apoj keushc 1 qrhmatik c mon�dac an� proðìn kai qronik  mon�da.

1. Na upologisteÐ h mèsh di�rkeia enìc kÔklou leitourgÐac tou sust matoc.
2. Na upologisteÐ o makroprìjesmoc mèsoc rujmìc kèrdouc tou sust matoc.
3. An met� th diekperaÐwsh ìlwn twn proðìntwn miac partÐdac kai prin thn

arq  tou epìmenou kÔklou leitourgÐac, to sÔsthma qrei�zetai rÔjmish me
pijanìthta 1/3 kai k�je perÐodoc rÔjmishc diarkeÐ 3 qronikèc mon�dec, na
upologistoÔn h mèsh di�rkeia enìc kÔklou leitourgÐac kai o makroprìjesmoc
mèsoc rujmìc kèrdouc tou sust matoc. Upojèste ìti k�je rÔjmish kostÐzei
6 qrhmatikèc mon�dec kai kat� th di�rkei� thc to sÔsthma paramènei kenì,
opìte den swreÔei kìstoc apoj keushc.
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Ourèc anamon c

1. (Jèma 5 - IoÔnioc 2020) JewroÔme thn tropopoÐhsh thcM/M/1 our�c me rujmì
afÐxewn λ, ekjetikoÔc qrìnouc exuphrèthshc me par�metro µ, ènan uphrèth kai
aperiìristo q¸ro anamon c, ìpou k�je pel�thc pou brÐskei to sÔsthma kenì
eisèrqetai sÐgoura se autì, en¸ k�je pel�thc pou den to brÐskei kenì eisèrqetai
me pijanìthta p.

1. Na brejeÐ h sunj kh eust�jeiac kai h oriak  katanom  tou arijmoÔ twn
pelat¸n sto sÔsthma (pn) se suneq  qrìno.

2. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc paramon c enìc afiknoÔmenou pel�th sto sÔsthma.

2. (Jèma 5 - Septèmbrioc 2020) JewroÔme thn tropopoÐhsh thc M/M/2 our�c
me rujmì afÐxewn λ, ekjetikoÔc qrìnouc exuphrèthshc me par�metro µ, dÔo
uphrètec kai aperiìristo q¸ro anamon c, ìpou k�je afiknoÔmenoc pel�thc ei-
sèrqetai se autì me pijanìthta 1/2.

1. Na brejeÐ h sunj kh eust�jeiac kai h oriak  katanom  tou arijmoÔ twn
pelat¸n sto sÔsthma (pn) se suneq  qrìno.

2. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc anamon c sthn our� enìc eiserqìmenou pel�th sto
sÔsthma.

3. (Jèma 4 - Septèmbrioc 2019) JewroÔme thn tropopoÐhsh thc M/M/1 our�c
me rujmì afÐxewn λ, ekjetikoÔc qrìnouc exuphrèthshc me par�metro µ, ènan
uphrèth kai aperiìristo q¸ro anamon c, ìpou k�je pel�thc mìlic telei¸sei mia
exuphrèths  tou epanalamb�nei me pijanìthta p thn exuphrèthsh (dhl. xeki-
n� �mesa mia nèa exuphrèthsh me ekjetik  katanom  k.o.k., pijan� kai �llec
isìnomec exuphret seic mèqri k�poia for� na anaqwr sei me pijanìthta 1− p).
1. Na brejeÐ h katanom  tou sunolikoÔ qrìnou exuphrèthshc enìc pel�th (apì

th stigm  pou ja xekin sei h pr¸th tou exuphrèthsh mèqri na fÔgei apì to
sÔsthma met� apì mÐa   perissìterec exuphret seic).

2. Na brejeÐ h sunj kh eust�jeiac kai h oriak  katanom  tou arijmoÔ twn
pelat¸n (pn) se suneq  qrìno.

3. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc paramon c enìc pel�th sto sÔsthma.

4. (Jèma 4 - IoÔnioc 2019) JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc (our� anamon c)
me 2 eÐdh pelat¸n A kai B pou fj�noun sÔmfwna me duo anex�rthtec diadikasÐec
Poisson me rujmoÔc ν kai λ antÐstoiqa. Oi pel�tec tÔpou A eÐnai anupìmonoi gi

xiv



Ourèc anamon c xv

autì eisèrqontai sto sÔsthma mìno an to broun �deio, en¸ oi pel�tec tÔpou B
eisèrqontai p�nta. Oi pel�tec exuphretoÔntai ènac - ènac apì 1 uphrèth kai oi
qrìnoi exuphrèths c touc eÐnai ekjetikoÐ me par�metro µ, anexart twc tÔpou.
H qwrhtikìthta tou sust matoc eÐnai �peirh kai h peijarqÐa our�c eÐnai h FCFS

1. Na parastajeÐ to sÔsthma wc apl  Markobian  our� (na dojeÐ to di�gramma
twn katast�sewn kai twn desmeumènwn rujm¸n afÐxewn kai anaqwr sewn,
λn kai µn). Katìpin, na brejeÐ h sunj kh eust�jeiac tou sust matoc kai h
oriak  katanom  tou arijmoÔ twn pelat¸n (pn) se suneq  qrìno.

2. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc paramon c enìc pel�th tÔpou B sto sÔsthma.
3. Wc perÐodoc suneqoÔc leitourgÐac tou sust matoc orÐzetai o qrìnoc apì thn

stigm  pou ènac pel�thc fj�nei se kenì sÔsthma, mèqri thn epìmenh qronik 
stigm  pou to sÔsthma ja xanameÐnei kenì. Na upologisteÐ h mèsh di�rkeia
suneqoÔc leitourgÐac tou sust matoc.

5. (Jèma 4 - Septèmbrioc 2018) JewroÔme thn tropopoÐhsh thc M/M/1 our�c me
rujmì afÐxewn λ kai Exp(µ) qrìnouc exuphrèthshc, ìpou k�je pel�thc èqei
qrìno upomon c gia ìso qrìno brÐsketai ston q¸ro anamon c me katanom 
Exp(ν) kai mìlic autìc sumplhrwjeÐ o pel�thc egkataleÐpei to sÔsthma. Dieu-
krinÐzetai ìti ènac pel�thc pou èqei arqÐsei na exuphreteÐtai, den egkataleÐpei
to sÔsthma.

1. JewroÔme to sÔsthma k�poia qronik  stigm  pou up�rqoun n ≥ 1 pel�tec
se autì. Poi� eÐnai h pijanìthta (sunart sei twn λ, µ, ν kai n) ¸ste na
telei¸sei o trèqwn qrìnoc exuphrèthshc, qwrÐc na egkataleÐyei k�poioc apì
touc parìntec pel�tec to sÔsthma.

2. Na brejeÐ h oriak  katanom  tou arijmoÔ twn pelat¸n (pn) se suneq  qrìno,
gia thn eidik  perÐptwsh µ = ν.

3. Wc perÐodoc suneqoÔc leitourgÐac tou sust matoc orÐzetai o qrìnoc apì thn
stigm  pou ènac pel�thc fj�nei se kenì sÔsthma, mèqri thn epìmenh qronik 
stigm  pou to sÔsthma ja xanameÐnei kenì. Na upologisteÐ h mèsh di�rkeia
suneqoÔc leitourgÐac tou sust matoc, gia thn eidik  perÐptwsh µ = ν.

6. (Jèma 4 - IoÔnioc 2018) JewroÔme thn M/M/1 our�, me Poisson diadikasÐa
afÐxewn rujmoÔ λ, ekjetikoÔc qrìnouc exuphrèthshc me par�metro µ, 1 uphrèth,
�peirh qwrhtikìthta kai peijarqÐa our�c FCFS. JewroÔme ìti k�je pel�thc pou
fj�nei sto sÔsthma eisèrqetai se autì me pijanìthta q.

1. Na brejeÐ h oriak  katanom  tou arijmoÔ twn pelat¸n sto sÔsthma (pn), se
suneq  qrìno.

2. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc paramon c enìc afiknoÔmenou pel�th sto sÔsth-
ma (logÐzontac 0 to qrìno paramon c twn pelat¸n pou anaqwroÔn amèswc)
kaj¸c kai o mèsoc qrìnoc paramon c enìc eiserqìmenou pel�th sto sÔsthma.

3. Na brejeÐ to mèso pl joc pelat¸n pou fj�noun sto sÔsthma kai anaqwroÔn
�mesa metaxÔ duo diadoqik¸n eisìdwn pelat¸n sto sÔsthma.


