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1

UpenjumÐseic apì tic Pijanìthtec

1. 'Enac foitht c èqei n biblÐa, arijmhmèna wc 1, 2, . . . , n. To biblÐo k èqei akri-
b¸c i tupografik� l�jh me pijanìthta ki/(k + 1)i+1, ìpou i = 0, 1, 2, . . . kai
k = 1, 2, . . . , n. O foitht c dialègei èna biblÐo sthn tÔqh (omoiìmorfa) kai to
diab�zei. Na brejeÐ h mèsh tim  kai h diaspor� tou arijmoÔ twn tupografik¸n
laj¸n pou ja brei.
Binteodi�lexh maj matoc 24 - QwrÐo A

2. Mia k�lph perièqei a leuk� kai b maÔra sfairÐdia. AfoÔ trab xoume èna sfai-
rÐdio, to epanatopojetoÔme sthn k�lph an eÐnai leukì. An, ìmwc, eÐnai maÔro,
tìte b�zoume sth jèsh tou èna leukì (apì k�poia �llh k�lph). 'Estw Xn o
arijmìc twn leuk¸n sfairidÐwn sthn k�lph, afoÔ h diadikasÐa èqei epanalhfjeÐ
n forèc.

1. ApodeÐxte ìti

E[Xn+1] =

(
1− 1

a+ b

)
E[Xn] + 1.

2. BreÐte ènan �kleistì� tÔpo gia thn E[Xn].

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 4 - QwrÐo 4

3. K�je for� pou rÐptetai èna nìmisma, prosgei¸netai wc �kefal � me pijanìthta
p kai wc �gr�mmata� me pijanìthta 1−p. Na upologisteÐ o mèsoc arijmìc rÐyewn
mèqri na parathrhjeÐ mia seir� apì r suneqìmenec kefalèc.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 1 - QwrÐo 2

4. 'Estw X mia mh-arnhtik  akèraia tuqaÐa metablht  me pijanogenn tria

PX(z) =
c

6− z − z2
.

1. Na prosdioristeÐ h stajer� c.
2. Na upologisteÐ h mèsh tim  E[X].
3. Na upologisteÐ h sun�rthsh pijanìthtac fX(x) = P (X = x), x = 0, 1, 2, . . ..
4. Na upologisteÐ h pijanìthta P (X eÐnai �rtioc).

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 3 - QwrÐo 2
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iv UpenjumÐseic apì tic Pijanìthtec

5. 'Estw X,Y kai Z anex�rthtec ekjetikèc tuqaÐec metablhtèc me rujmoÔc λ, λ
kai µ antÐstoiqa, me λ 6= µ. Na brejeÐ o metasqhmatismìc Laplace-Stieltjes thc
X + Y + Z kai h sun�rthsh puknìthtac pijanìtht�c thc.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 3 - QwrÐo 4

6. 'Ena sÔsthma èqei duo exart mata kai qal�ei mìlic k�poio apì ta exart ma-
ta qal�sei. O qrìnoc zw c tou pr¸tou exart matoc akoloujeÐ thn ekjeti-
k  katanom  Exp(λ) (dhlad  me sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac f1(t) =
λe−λt, t ≥ 0), en¸ o qrìnoc zw c tou deÔterou exart matoc akoloujeÐ thn
katanom  Gamma(n, µ) (dhlad  sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac f2(t) =
µntn−1e−µt/(n− 1)!, t ≥ 0). Upojètontac ìti oi qrìnoi zw c twn exarthm�twn
eÐnai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc, na brejeÐ o mèsoc qrìnoc zw c tou su-
st matoc twn duo exarthm�twn.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 5 - QwrÐo 4



2

Ananewtikèc diadikasÐec

1. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwn Exp(λ),
dhlad , me sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac

fX(t) = λe−λt, t ≥ 0.

Na upologistoÔn h sun�rthsh katanom c tou qrìnou tou k-ostoÔ gegonìtoc,
FSk

(t), h sun�rthsh pijanìthtac tou arijmoÔ twn gegonìtwn th stigm  t, (pk(t) :
k ≥ 0), kai h ananewtik  sun�rthsh m(t). Na upologistoÔn, epÐshc, oi antÐstoi-
qoi metasqhmatismoÐ Laplace - Stieltjes F̃Sk

(s), (p̃k(s) : k ≥ 0) kai m̃(s).
Binteodi�lexh maj matoc 5 - QwrÐo 7

2. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwn Erlang(r, λ),
dhlad , me sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac

fX(t) =
λr

(r − 1)!
tr−1e−λt, t ≥ 0,

kai sun�rthsh katanom c

FX(t) = 1−
r−1∑
j=0

e−λt
(λt)j

j!
, t ≥ 0.

Na upologistoÔn h sun�rthsh katanom c tou qrìnou tou k-ostoÔ gegonìtoc,
FSk

(t) kai h sun�rthsh pijanìthtac tou arijmoÔ twn gegonìtwn th stigm  t,
(pk(t) : k ≥ 0). Na apodeiqjeÐ ìti h ananewtik  sun�rthsh dÐnetai apì ton tÔpo

m(t) =
∞∑
k=1

{
1−

kr−1∑
j=0

e−λt
(λt)j

j!

}
, t ≥ 0.

Na upologistoÔn, epÐshc, oi antÐstoiqoi metasqhmatismoÐ Laplace - Stieltjes
F̃Sk

(s), (p̃k(s) : k ≥ 0) kai m̃(s).
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 5 - QwrÐo 2

3. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwn Hype-
rexp(p, 1−p, λ, µ), dhlad , mÐxh duo katanom¸n Exp(λ) kai Exp(µ), me pijanìth-
tec p kai 1−p antÐstoiqa. H sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac twn endi�meswn
qrìnwn eÐnai, epomènwc,

fX(t) = pλe−λt + (1− p)µe−µt, t ≥ 0,

v



vi Ananewtikèc diadikasÐec

kai h sun�rthsh katanom c eÐnai

FX(t) = p(1− e−λt) + (1− p)(1− e−µt), t ≥ 0.

Na upologistoÔn oi metasqhmatismoÐ Laplace - Stieltjes F̃Sk
(s), (p̃k(s) : k ≥ 0)

kai m̃(s), thc sun�rthshc katanom c tou qrìnou tou k-ostoÔ gegonìtoc, FSk
(t),

thc sun�rthshc pijanìthtac tou arijmoÔ twn gegonìtwn th stigm  t, (pk(t) :
k ≥ 0) kai thc ananewtik c sun�rthshc m(t), antÐstoiqa. Na apodeiqjeÐ ìti h
ananewtik  sun�rthsh eÐnai thc morf c

m(t) = A+Bt+ Ce−(λ(1−p)+µp)t, t ≥ 0,

kai na upologistoÔn oi stajerèc A, B kai C.
Binteodi�lexh maj matoc 5 - QwrÐo 8

4. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)}, ìpou ènac endi�mesoc qrìnoc ananèwshc
eÐnai 0 me pijanìthta p, kai èqei thn Exp(λ) katanom  me pijanìthta 1 − p.
Dhlad , h sun�rthsh katanom c tou eÐnai mikt , me m�za pijanìthtac p sto
0 kai sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac (1 − p)λe−λt, t ≥ 0. H sun�rthsh
katanom c tou eÐnai

FX(t) = p+ (1− p)(1− e−λt), t ≥ 0.

Na upologistoÔn oi metasqhmatismoÐ Laplace - Stieltjes F̃Sk
(s), (p̃k(s) : k ≥ 0)

kai m̃(s), thc sun�rthshc katanom c tou qrìnou tou k-ostoÔ gegonìtoc, FSk
(t),

thc sun�rthshc pijanìthtac tou arijmoÔ twn gegonìtwn th stigm  t, (pk(t) :
k ≥ 0) kai thc ananewtik c sun�rthshc m(t), antÐstoiqa. Na apodeiqjeÐ ìti h
ananewtik  sun�rthsh eÐnai thc morf c

m(t) = A+Bt, t ≥ 0,

kai na upologistoÔn oi stajerèc A kai B.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 5 - QwrÐo 3

5. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwnUniform([0, 1]),
dhlad , me sun�rthsh puknìthtac pijanìthtac

fX(t) = 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Na apodeiqjeÐ ìti gia thn ananewtik  sun�rthsh m(t) isqÔei

m(t) = et − 1, 0 ≤ t ≤ 1.

Binteodi�lexh maj matoc 6 - QwrÐo 8

6. 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwn FX(t),
me mèsh tim  µ kai èstw h(t) = E[SN(t)+1], t ≥ 0. Na diatupwjeÐ mia ananewtik 
exÐswsh gia thn h(t) kai, lÔnont�c thn, na apodeiqjeÐ ìti

h(t) = µ(1 +m(t)), t ≥ 0,

ìpou m(t) h ananewtik  sun�rthsh.



Ananewtikèc diadikasÐec vii

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 7 - QwrÐo 2

7. 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me katanom  endi�meswn qrìnwn FX(t)
kai èstw h(t) = E[N(t)(N(t)−1)], t ≥ 0. Na diatupwjeÐ mia ananewtik  exÐswsh
gia thn h(t) kai, lÔnont�c thn, na apodeiqjeÐ ìti

h(t) = 2(m ∗m)(t), t ≥ 0,

ìpou m(t) h ananewtik  sun�rthsh.
Binteodi�lexh maj matoc 9 - QwrÐo 3

8. 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me suneq  katanom  endi�meswn qrìnwn
FX(t) kai èstw h(t) = Pr[N(t) perittìc], t ≥ 0. Na diatupwjeÐ mia ananewtik 
exÐswsh gia thn h(t) kai na lujeÐ. Na brejeÐ to ìrio limt→∞ h(t).
Binteodi�lexh maj matoc 24 - QwrÐo B

9. 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)}, me qrìnouc gegonìtwn S1, S2, . . ., me
suneq  katanom  endi�meswn qrìnwn FX(t) kai ananewtik  sun�rthsh m(t).
'Estw R(t) = SN(t)+1− t o upoleipìmenoc qrìnoc ananèwshc th stigm  t. Jew-
roÔme k�poio stajerì x ≥ 0 kai èstw h(t) = Pr[R(t) > x], t ≥ 0. Na diatupwjeÐ
mia ananewtik  exÐswsh gia thn h(t) kai, lÔnont�c thn, na apodeiqjeÐ ìti

h(t) = Pr[R(t) > x] = 1−FX(x+ t)+

∫ t

0

(1−FX(x+ t− u))dm(u), t, x ≥ 0.

Na apodeiqjeÐ, epÐshc, ìti

lim
t→∞

h(t) = lim
t→∞

Pr[R(t) > x] =

∫∞
x
(1− FX(u))du

µ
, x ≥ 0.

'Estw A(t) = t−SN(t) o parelj¸n qrìnoc ananèwshc th stigm  t. Dikaiolog ste
thn isìthta endeqomènwn {A(t) > x} = {R(t − x) > x} kai, qrhsimopoi¸ntac
thn, breÐte to limt→∞ Pr[A(t) > x]. OmoÐwc, deÐxte ìti

lim
t→∞

Pr[A(t) > x,R(t) > y] =

∫∞
x+y

(1− FX(u))du
µ

, x, y ≥ 0.

Binteodi�lexh maj matoc 8 - QwrÐo 8 (mìno to 1o mèroc pou
afor� thn R(t)) + Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 8 -
QwrÐo 1 (gia to 2o mèroc).

10. 'Estw mia ananewtik  diadikasÐa {N(t)}, me suneq  katanom  endi�meswn qrìnwn
FX(t) me mèsh tim  µ ∈ (0,∞) kai diaspor� σ2 ∈ [0,∞). 'Estw, epÐshc, m(t)
h ananewtik  sun�rthsh kai h(t) = m(t) − t

µ
, t ≥ 0. Na apodeiqjeÐ ìti h h(t)

ikanopoieÐ thn ananewtik  exÐswsh

h(t) = d(t) +

∫ t

0

h(t− u)dFX(u) = d(t) + (h ∗ FX)(t), t ≥ 0,



viii Ananewtikèc diadikasÐec

me

d(t) =

∫ t

0

(
1− u

µ

)
dFX(u)−

∫ ∞
t

t

µ
dFX(u)

=
1

µ

∫ ∞
t

(1− FX(u))du− (1− FX(t)).

EpÐshc, apodeÐxte ìti

lim
t→∞

h(t) = lim
t→∞

(
m(t)− t

µ

)
=
σ2 − µ2

2µ2
,

dhlad  h eujeÐa 1
µ
t+ σ2−µ2

2µ2 eÐnai pl�gia asÔmptwth thc m(t).
Binteodi�lexh maj matoc 9 - QwrÐo 4
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DiadikasÐa Poisson

1. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ. Na upologisteÐ h mèsh
tim 

E[N(t)(N(t)− 1)(N(t)− 2) · · · (N(t)− k + 1)].

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 9 - QwrÐo 2

2. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ. Na upologisteÐ h
sundiakÔmansh

Cov[N(t), N(s)].

Binteodi�lexh maj matoc 15 - QwrÐo 4

3. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ. Na upologisteÐ h
pijanìthta P (N(t) eÐnai perittìc), t ≥ 0.
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 9 - QwrÐo 3

4. Upojètoume ìti pel�tec fj�noun se mia tr�peza sÔmfwna me mia diadikasÐa
Poisson me rujmì 8 pel�tec thn ¸ra. Na upologistoÔn ta akìlouja:

1. H mèsh tim  kai h diaspor� tou arijmoÔ twn pelat¸n pou mpaÐnoun sthn
tr�peza mèsa se èna okt�wro leitourgÐac thc tr�pezac.

2. H pijanìthta kaneÐc pel�thc na mh mpei sthn tr�peza ta teleutaÐa 15 lept�
miac erg�simhc mèrac.

3. H sundiakÔmansh tou arijmoÔ twn pelat¸n pou mpaÐnoun sthn tr�peza metaxÔ
9.00 kai 11.00 kai tou arijmoÔ twn pelat¸n pou mpaÐnoun sthn tr�peza thn
Ðdia mèra metaxÔ 10.00 kai 11.00.

4. H sundiakÔmansh tou arijmoÔ twn pelat¸n pou mpaÐnoun sthn tr�peza metaxÔ
9.00 kai 11.00 kai tou arijmoÔ twn pelat¸n pou mpaÐnoun sthn tr�peza thn
epìmenh mèra metaxÔ 10.00 kai 11.00.

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 9 - QwrÐo 4

5. JewroÔme {N1(t) : t ≥ 0} kai {N2(t) : t ≥ 0} duo anex�rthtec diadikasÐec Pois-
son me rujmoÔc λ1 kai λ2 antÐstoiqa. 'Estw Ai na eÐnai o arijmìc twn gegonìtwn
sth diadikasÐa {Ni(t)} prin to pr¸to gegonìc sthn �llh diadikasÐa, i = 1, 2.

1. Na upologistoÔn oi sunart seic pijanìthtac twn Ai, i = 1, 2.
2. Na exetasteÐ an oi A1 kai A2 eÐnai anex�rthtec.

ix



x DiadikasÐa Poisson

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 10 - QwrÐo 3

6. 'Estw mia diadikasÐa Poisson(λ), 0 < s < t kai n mh arnhtikìc akèraioc. Na
upologistoÔn oi pijanìthtec Pr[N(s) = k|N(t) = n], 0 ≤ k ≤ n. Ti katanom 
eÐnai h desmeumènh katanom  thc N(s) dedomènou tou ìti N(t) = n? MporeÐte
na ermhneÔsete diaisjhtik� to apotèlesma?
Binteodi�lexh maj matoc 10 - QwrÐo 8

7. 'Estw duo anex�rthtec diadikasÐec Poisson, {N1(t)} kai {N2(t)}, me rujmoÔc λ1

kai λ2, antÐstoiqa. 'Estw, epÐshc {N(t)} h upèrjes  touc. Na upologistoÔn oi
pijanìthtec Pr[N1(t) = k|N(t) = n], 0 ≤ k ≤ n. Ti katanom  eÐnai h desmeumènh
katanom  thc N1(t) dedomènou tou ìti N(t) = n? MporeÐte na ermhneÔsete
diaisjhtik� to apotèlesma?
Binteodi�lexh maj matoc 14 - QwrÐo 4

8. 'Estw {N(t)} mia diadikasÐa Poisson(λ) kai X mia tuqaÐa metablht , anex�rthth
thc {N(t)}, me katanom  Exp(µ). 'EstwN to pl joc twn gegonìtwn thc {N(t)}
sto (tuqaÐo) di�sthma [0, X]. Na upologisteÐ h sun�rthsh pijanìthtac thc N .
TÐ katanom  eÐnai?
Binteodi�lexh maj matoc 14 - QwrÐo 5

9. 'Estw {N(t)} mia diadikasÐa Poisson(λ) kai S1, S2, . . . oi qrìnoi twn gegonìtwn
thc. Na upologisteÐ o mèsoc qrìnoc tou teleutaÐou gegonìtoc prin th stigm  t,
dhlad  h E[SN(t)].
Binteodi�lexh maj matoc 13 - QwrÐo 2

10. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ kai S1 o qrìnoc tou
pr¸tou gegonìtoc thc. Na upologisteÐ h desmeumènh mèsh tim  E[S1|N(t) ≥ 1].
Binteodi�lexh maj matoc 12 - QwrÐo 8

11. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ kai S1, S2, . . . oi qrìnoi
twn gegonìtwn thc. Na upologisteÐ wc sun�rthsh tou λ kai tou t, h mèsh tim 

E[

N(t)∑
i=1

Si].

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 11 - QwrÐo 1

12. JewroÔme ìti pel�tec fj�noun se èna sÔsthma sÔmfwna me mia diadikasÐa Pois-
son me rujmì λ. K�je pel�thc menei sto sÔsthma gia ekjetikì qrìno me pa-
r�metro µ kai katìpin anaqwreÐ. Oi ekjetikoÐ qrìnoi paramon c twn pelat¸n
jewroÔntai anex�rthtec tuqaÐec metablhtèc. ApodeÐxte ìti o mèsoc arijmìc pe-
lat¸n sto sÔsthma th stigm  t eÐnai λ

µ
(1− e−µt).

Binteodi�lexh maj matoc 23 - QwrÐo 3



DiadikasÐa Poisson xi

13. 'Estw ìti èna mhq�nhma èqei ekjetikì qrìno zw c me par�metro λ kai ìti mporeÐ
na epijewreÐtai kat� mèso ìro k�je τ = 1

µ
qronikèc mon�dec,

1. eÐte stic stigmèc 0, τ, 2τ, 3τ, . . . miac nteterministik c diadikasÐac epijewr se-
wn,

2. eÐte stic stigmèc miac Poisson diadikasÐac epijewr sewn me rujmì µ.

'Estw Yα kai Yβ o qrìnoc ston opoÐo ja anakalufjeÐ ìti to mhq�nhma eÐnai qa-
lasmèno me tic diadikasÐec (α) kai (β) antÐstoiqa, dhlad  oi stigmèc twn pr¸twn
epijewr sewn met� to pèrac tou qronou zw c tou mhqan matoc. Na upologisto-
Ôn oi E[Yα] kai E[Yβ]. Poi� diadikasÐa epijewr sewn eÐnai protimìterh?
Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 9 - QwrÐo 5

14. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ. K�je gegonìc thc
{N(t)} katagr�fetai wc tupou 1 me pijanìthta p kai wc tÔpou 2 me pijanìth-
ta 1− p, anex�rthta apì ta upìloipa gegonìta. 'Estw {N1(t)} h aparijm tria
diadikasÐa twn gegonìtwn tÔpou 1 kai {N2(t)} h aparijm tria diadikasÐa twn
gegonìtwn tÔpou 2. 'Estw, epÐshc, T1 kai T2 oi qrìnoi pr¸twn gegonìtwn stic
{N1(t)} kai {N2(t)} antÐstoiqa. Na upologisteÐ h apì koinoÔ sun�rthsh kata-
nom c twn T1, T2, dhlad  h sun�rthsh

FT1,T2
(t1, t2) = P (T1 ≤ t1, T2 ≤ t2).

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 11 - QwrÐo 3

15. 'Ena sÔsthma upìkeitai se k diaforetik� eÐdh hlektrik¸n diataraq¸n (shocks).
Oi hlektrikèc diataraqèc twn diafìrwn tÔpwn sumbaÐnoun anex�rthta kai m�li-
sta oi hlektrikèc diataraqèc tÔpou i sumbaÐnoun sumfwna me mia Poisson dia-
dikasÐa me rujmì λi, i = 1, 2, . . . , k. Mia hlektrik  diataraq  tÔpou i prokaleÐ
bl�bh sto sÔsthma me pijanìthta pi, anex�rthta apì otid pote �llo. 'Estw T o
qrìnoc zw c tou sust matoc (dhlad  o qrìnoc mèqri na p�jei bl�bh apì k�poia
hlektrik  diataraq ) kai S to eÐdoc thc hlektrik c diataraq c pou prok�lese
th bl�bh. Na upologisteÐ h pijanìthta

P (T > t, S = i).

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 11 - QwrÐo 4

16. 'Estw {N(t) : t ≥ 0} mia diadikasÐa Poisson me rujmì λ. K�je gegonìc thc
{N(t)} katagr�fetai me pijanìthta 1/3 anex�rthta apì ta upìloipa gegonìta
sth diadikasÐa {N1(t)}. Apì thn �llh meri� jewroÔme th diadikasÐa {N2(t)}
pou katagr�fei mìno ta k-ost� gegonìta thc {N(t)}, ìpou to k eÐnai polla-
pl�sio tou 3, dhlad  to 3o, to 6o, to 9o klp. gegonìc. Epomènwc kai h {N2(t)}
katagr�fei me pijanìthta 1/3 all� ìqi anex�rthta apì ta upìloipa gegonìta.

1. EÐnai h {N2(t)} diadikasÐa Poisson?
2. Na upologisteÐ h pijanìthta P (N1(t) = 3|N2(t) = 1).

Shmei¸seic thledidaskalÐac sun�nthshc 11 - QwrÐo 5
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17. 'Estw {N(t)} mh-omogen c diadikasÐa Poisson me sun�rthsh rujmoÔ λ(t), t ≥ 0.
Na upologisteÐ h desmeumènh sun�rthsh katanom c tou qrìnou S1 tou pr¸tou
gegonìtoc dedomènou ìti N(t) = 1, dhlad  h sun�rthsh P (S1 ≤ x|N(t) = 1),
x ≥ 0.

18. 'Estw {N(t)} mh-omogen c diadikasÐa Poisson me sun�rthsh rujmoÔ λ(t) = λt,
t ≥ 0 (grammik  sun�rthsh rujmoÔ). 'Estw S1 o qrìnoc tou pr¸tou gegonìtoc.
Na upologisteÐ h E[N(t)] kai h E[S1].

19. 'Estw {N(t)} mh-omogen c diadikasÐa Poisson me rujmì λ(t) = λ gia t ∈ [0, 1]∪
[2, 3] ∪ [4, 5] ∪ . . . kai λ(t) = 0 gia t ∈ (1, 2) ∪ (3, 4) ∪ (5, 6) ∪ . . .. 'Estw S1 o
qrìnoc tou pr¸tou gegonìtoc.

1. Na upologisteÐ h katanom  tou S1, P (S1 ≤ x), x ≥ 0.
2. Na upologisteÐ h katanom  thc N(t), t ≥ 0.
3. Na upologisteÐ h desmeumènh mèsh tim  E[S1|N(t) = n] gia 0 ≤ t ≤ 2.

20. 'Estw {N(t)} diadikasÐa Poisson rujmoÔ λ kai Z1, Z2, . . . anex�rthtec isìno-
mec akèraiec mh-arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc me sun�rthsh pijanìthtac pj =
P (Zn = j), j = 0, 1, 2, . . ., pijanogenn tria PZ(z) =

∑∞
j=0 pjz

j , mèsh tim 
E[Zn] = µZ kai diaspor� V ar[Zn] = σ2

Z , n = 1, 2, . . .. Jètoume {Z(t)} me

Z(t) =
∑N(t)

n=1 Zn, t ≥ 0 na eÐnai h antÐstoiqh sÔnjeth diadikasÐa Poisson.

1. Na upologistoÔn h E[Z(t)] kai h V ar[Z(t)] (sunart sei twn λ, µZ kai σZ).
2. Na upologisteÐ h pijanogenn tria PZ(t)(z) thc Z(t).
3. Na apodeÐxete ìti oi pijanìthtec rk(t) = P (Z(t) = k), k = 0, 1, 2, . . . dÐnontai

apì to anadromikì sq ma

r0 = e−λt(1−p0),

rk =
λt

k

k−1∑
j=0

(k − j)pk−jrj, k ≥ 1.

21. 'Estw {N(t)} diadikasÐa Poisson rujmoÔ λ kai Z1, Z2, . . . anex�rthtec isìnomec
akèraiec mh-arnhtikèc tuqaÐec metablhtèc me sun�rthsh pijanìthtac P (Zn =
j) = (1−a)j−1a, j = 1, 2, . . . (gewmetrik  katanom ). Jètoume {Z(t)} me Z(t) =∑N(t)

n=1 Zn, t ≥ 0 na eÐnai h antÐstoiqh sÔnjeth diadikasÐa Poisson. Na apodeÐxete
ìti

P (Z(t) = k) =
k∑
r=1

(
k − 1

r − 1

)
ar(1− a)k−re−λt (λt)

r

r!
.
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Ananewtikèc diadikasÐec me kìsth

1. Se mia st�sh lewforeÐwn fj�noun epib�tec sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson
me rujmì λ. H etaireÐa pou exuphreteÐ th sugkekrimènh st�sh èqei duo tÔpouc
lewforeÐwn, apl� kai fusoÔnec, pou pernoÔn enall�x apì th st�sh. O qrìnoc
apì thn anaq¸rhsh aploÔ lewforeÐou mèqri thn �fixh fusoÔnac eÐnai x qroni-
kèc mon�dec, en¸ o qrìnoc apì thn anaq¸rhsh fusoÔnac mèqri thn �fixh aploÔ
lewforeÐou eÐnai y qronikèc mon�dec. To kìstoc an� epÐskeyh sth st�sh aploÔ
lewforeÐou eÐnai K1 kai to kìstoc an� epÐskeyh fusoÔnac eÐnai K2. To kìstoc
anamon c enìc pel�th an� qronik  mon�da eÐnai h. Na brejeÐ o makroprìjesmoc
mèsoc rujmìc kìstouc kai na brejoÔn oi timèc twn x kai y pou ton elaqisto-
poioÔn.
Binteodi�lexh maj matoc 25 - QwrÐo A

2. Pel�tec fj�noun se èna kat�sthma, sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson(λ),
kai zht�ne èna sugkekrimèno proðìn. To arqikì apìjema tou proðìntoc sto ka-
t�sthma eÐnai S. K�je pel�thc pou fj�nei sto kat�sthma ikanopoieÐtai �mesa
an up�rqei apìjema proðìntoc, alli¸c q�netai. Mìlic to apìjema tou kata-
st matoc exantlhjeÐ, to kat�sthma paraggèlnei S mon�dec proðìntoc apì ton
promhjeut  tou, oi opoÐec tou paradÐdontai met� apì tuqaÐo qrìno me mèsh tim 
L. Upojètoume ìti to kìstoc apoj keushc an� mon�da proðìntoc kai qronik  mo-
n�da sto kat�sthma eÐnai h. To kìstoc agor�c enìc proðìntoc apì to kat�sthma
eÐnai c kai h tim  p¸lhshc eÐnai p. To kìstoc diekperaÐwshc mac paraggelÐac e-
Ðnai d anex�rthta apì to mègejìc thc. Na upologisteÐ o makroprìjesmoc mèsoc
rujmìc kèrdouc tou katast matoc.
Binteodi�lexh maj matoc 25 - QwrÐo B

3. Mia etaireÐa prosfèrei sumbìlaia makr�c diarkeÐac stouc pel�tec thc gia èna
sugkekrimèno proðìn pou emporeÔetai. Sugkekrimèna, se k�je pel�th thc me
sumbìlaio makr�c diarkeÐac prosfèrei thn akìloujh politik  eggÔhshc: Anti-
kajist� to proðìn dwre�n osesd pote forèc qal�sei mèsa se qronikì di�sthma
g apì thn agor� tou. An to proðìn qal�sei met� apì qrìno g apì thn agor�
tou, tìte o pel�thc prèpei na agor�sei èna nèo proðìn me thn Ðdia politik  eg-
gÔhshc. 'Estw ìti oi qrìnoi zw c tou proðìntoc eÐnai Exp(λ) kai ìti c eÐnai h
tim  agor�c enìc proðìntoc (ìtan den antikajÐstatai dwre�n). 'Estw epÐshc d
(d < c) to kìstoc kataskeu c enìc proðìntoc gia thn etaireÐa. Na upologisteÐ o
makroprìjesmoc mèsoc rujmìc kìstouc gia ènan pel�th thc etaireÐac o opoÐoc
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èqei sumbìlaio makr�c diarkeÐac me aut n, kaj¸c kai o makroprìjesmoc rujmìc
kèrdouc apì ton pel�th autì gia thn etaireÐa.
Binteodi�lexh maj matoc 23 - QwrÐo 2

4. 'Estw mia apoj kh pou exet�zetai sthn arq  k�je qronik c periìdou wc proc
to apìjema enìc proðìntoc. 'Estw Xn h st�jmh tou apojèmatoc sthn arq  thc
qronik c periìdou n kai X1 = S > 0 (S gnwstìc arijmìc). SumbolÐzoume me
Yn th z thsh tou proðìntoc th qronik  perÐodo n. Upojètoume ìti oi tuqaÐec
metablhtèc Y1, Y2, . . . eÐnai anex�rthtec kai isìnomec me katanom  FY (x). Mìlic
to apìjema pèsei k�tw apì s (s gnwstìc arijmìc me s < S) tìte anaplhr¸netai
amèswc se Ôyoc S. ApodeÐxte ìti

lim
n→∞

Pr[Xn ≥ x] =
1 +mY (S − x)
1 +mY (S − s)

, s ≤ x ≤ S,

ìpou mY (x) h ananewtik  sun�rthsh ananewtik c diadikasÐac me endi�mesouc
qrìnouc tic Y1, Y2, . . ..

5. JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc sto opoÐo oi pel�tec fj�noun sÔmfwna
me mia diadikasÐa Poisson(λ) kai to opoÐo èqei ènan up�llhlo. K�je pel�thc
pou brÐskei ton up�llhlo eleÔjero arqÐzei na exuphreteÐtai kai o qrìnoc exu-
phrèths c tou èqei katanom  FX(x). K�je pel�thc pou brÐskei ton up�llhlo
apasqolhmèno anaqwreÐ �mesa apì to sÔsthma kai q�netai gia p�nta. Na brejeÐ
to makroprìjesmo mèso posostì twn qamènwn pelat¸n.
Binteodi�lexh maj matoc 25 - QwrÐo G

6. JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc sto opoÐo oi pel�tec fj�noun sÔmfwna me
mia ananewtik  diadikasÐa me katanom  endi�meswn qrìnwn FA(x) kai to opoÐo
èqei ènan up�llhlo. K�je pel�thc pou brÐskei ton up�llhlo eleÔjero arqÐzei
na exuphreteÐtai kai o qrìnoc exuphrèths c tou eÐnai Exp(µ). K�je pel�thc pou
brÐskei ton up�llhlo apasqolhmèno anaqwreÐ �mesa apì to sÔsthma kai q�netai
gia p�nta. Na brejeÐ to makroprìjesmo mèso posostì twn qamènwn pelat¸n.
Binteodi�lexh maj matoc 25 - QwrÐo D

7. 'Estw ananewtik  diadikasÐa {N(t)} me qrìnouc gegonìtwn Sn kai endi�mesouc
qrìnouc gegonìtwn Xn. 'Estw, epÐshc, {Cn} akoloujÐa tuqaÐwn metablht¸n me
(Xn, Cn), n ≥ 1, anex�rthtec kai isìnomec me sun�rthsh katanomhc FX,C(x, y).
To Cn eÐnai to onomastikì kìstoc pou susswreÔetai ston n-ostì ananewtikì
kÔklo kai plhr¸netai sto tèloc tou. Upojètoume ìti ta kìsth apoplhjwrÐzontai
me ènan suneq  apoplhjwrist  α > 0. 'Estw TC to sunolikì apoplhjwrismèno
kìstoc ston �peiro qronikì orÐzonta, dhlad 

TC =
∞∑
n=1

e−αSnCn.

Na apodeÐxete ìti

E[TC] =
E[Ce−αX ]

1− E[e−αX ]
.
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Ourèc anamon c

1. Jewr ste miaM/M/c our� me rujmì afÐxewn 5 pel�tec thn ¸ra kai mèso qrìno
exuphrèthshc an� pel�th 78 lept�.

1. Poiìc eÐnai o el�qistoc arijmìc uphret¸n c pou qrei�zetai gia na eÐnai to
sÔsthma eustajèc (dhlad  na mhn apeirÐzetai h our�)?

2. Poiìc eÐnai o el�qistoc arijmìc uphret¸n pou qrei�zetai an h ergatik  no-
mojesÐa epib�llei k�je uphrèthc na eÐnai apasqolhmènoc to polÔ to 80% tou
qrìnou tou?

Binteodi�lexh maj matoc 26 - QwrÐo A

2. Na breÐte tic oriakèc katanomèc (pn), (an) kai (dn) twn arijm¸n twn pelat¸n
se suneq  qrìno, se stigmèc afÐxewn kai se stigmèc anaqwr sewn, antÐstoiqa,
se mia eustaj  M/M/1 our� me rujmì afÐxewn λ kai rujmì exuphrèthshc µ,
qrhsimopoi¸ntac to nìmo tou Little kai thn idiìthta PASTA. Gia to skopì autì
jewr ste wc �sÔsthma� thn i jèsh tou sust matoc exuphrèthshc gia i = 1, 2, . . ..
Binteodi�lexh maj matoc 21 - QwrÐo 3

3. BreÐte ton oriakì mèso arijmì pelat¸n sto sÔsthma, E[Q] sthn GI/GI/∞ our�
me mèso endi�meso qrìno afÐxewn a kai mèso qrìno exuphrèthshc b.
Binteodi�lexh maj matoc 26 - QwrÐo B

4. JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc me ènan uphrèth, sto opoÐo katafj�noun
pel�tec dÔo tÔpwn 1 kai 2, sÔmfwna me duo anex�rthtec diadikasÐec Poisson me
rujmoÔc λ1 kai λ2 antÐstoiqa. K�je pel�thc, anexart twc tÔpou èqei Exp(µ)
qrìno exuphrèthshc. Oi pel�tec tÔpou 1 èqoun apìluth proteraiìthta ènanti
twn pelat¸n tÔpou 2, dhlad  ìtan up�rqoun pel�tec tÔpou 1 sto sÔsthma o
uphrèthc exuphreteÐ autoÔc kai arqÐzei na exuphreteÐ pel�tec tÔpou 2 mìno ìtan
den up�rqoun pel�tec tÔpou 1. Epiplèon, an ènac pel�thc tÔpou 2 exuphreteÐtai
kai afiqjeÐ pel�thc tÔpou 1, o uphrèthc diakìptei thn exuphrèthsh kai phgaÐnei
na exuphret sei ton neoafiqjènta pel�th tÔpou 1. Na brejoÔn oi mèsoi oriakoÐ
arijmoÐ pelat¸n tÔpwn 1 kai 2, E[Q1] kai E[Q2], antÐstoiqa.
Binteodi�lexh maj matoc 26 - QwrÐo G

5. JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc to opoÐo diajètei ènan uphrèth kai �peirh
qwrhtikìthta. H diadikasÐa afÐxewn eÐnai Poisson me par�metro λ, en¸ oi qrìnoi
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exuphrèthshc èqoun thn katanom  Exp(µ). K�je for� pou to sÔsthma adei-
�zei o uphrèthc apenergopoieÐtai. Me thn �fixh enìc pel�th se kenì sÔsthma,
o uphrèthc mpaÐnei se diadikasÐa energopoÐhshc. O qrìnoc pou qrei�zetai na e-
nergopoihjeÐ (opìte kai ja arqÐsei na parèqei kanonik� exuphrèthsh) akoloujei
thn katanom  Exp(θ). Kat� th di�rkeia tou qrìnou autoÔ oi afÐxeic suneqÐzo-
ntai kanonik�. To sÔsthma autì anafèretai wc h M/M/1 our� me ekjetikoÔc
qrìnouc ekkÐnhshc. BreÐte ton oriakì mèso arijmì pelat¸n sto sÔsthma, E[Q],
kai to mèso qrìno paramon c enìc pel�th se autì, E[S], qrhsimopoi¸ntac thn
an�lush mèshc tim c.
Binteodi�lexh maj matoc 22 - QwrÐo 1

6. JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc to opoÐo diajètei ènan uphrèth kai �peirh
qwrhtikìthta. H diadikasÐa afÐxewn eÐnai Poisson me rujmì λ, en¸ oi qrìnoi
exuphrèthshc akoloujoÔn thn katanom  Exp(µ). O uphrèthc enall�setai meta-
xÔ periìdwn leitourgÐac kai argÐac. Oi qrìnoi leitourgÐac èqoun thn katanom 
Exp(ζ), en¸ oi qrìnoi argÐac thn katanom  Exp(θ). Oi afÐxeic sto sÔsthma
gÐnontai kanonik�, anex�rthta an o uphrèthc eÐnai se perÐodo leitourgÐac   ar-
gÐac. 'Omwc, exuphrèthsh parèqetai mìno ìtan o uphrèthc brÐsketai se perÐodo
leitourgÐac. To sÔsthma autì anafèretai wc h M/M/1 our� me enallassìme-
nec ekjetikèc periìdouc leitourgÐac kai argÐac. BreÐte ton oriakì mèso arijmì
pelat¸n sto sÔsthma, E[Q], kai to mèso qrìno paramon c enìc pel�th se autì,
E[S], qrhsimopoi¸ntac thn an�lush mèshc tim c.

7. JewroÔme èna sÔsthma exuphrèthshc to opoÐo diajètei ènan uphrèth kai mhde-
nikì q¸ro anamon c. Oi pel�tec fj�noun sÔmfwna me mia diadikasÐa Poisson me
rujmì λ, en¸c oi qrìnoi exuphrèthshc twn pelat¸n eÐnai Exp(µ). 'Enac pel�thc
pou kat� thn �fix  tou brÐskei ton uphrèth eleÔjero arqÐzei �mesa na exuphre-
teÐtai. An, ìmwc, brei ton uphrèth kateilhmèno, tìte anaqwreÐ apì to sÔsthma
kai prospajeÐ argìtera mèqri telik� na exuphrethjeÐ. Oi qrìnoi metaxÔ diado-
qik¸n epanaprospajei¸n enìc pel�th èqoun thn katanom  Exp(γ).To sÔsthma
autì anafèretai wc hM/M/1/1 our� me ekjetikèc epanaprosp�jeiec. BreÐte ton
oriakì mèso arijmì pelat¸n sto sÔsthma, E[Q], kai to mèso qrìno paramon c
enìc pel�th se autì, E[S], qrhsimopoi¸ntac thn an�lush mèshc tim c.

8. JewroÔme thn tropopoÐhsh thc M/M/1 our�c me rujmì afÐxewn λ kai Exp(µ)
qrìnouc exuphrèthshc, ìpou o qrìnoc upomon c k�je pel�th pou perimènei sto
q¸ro anamon c èqei thn katanom  Exp(ν) kai mìlic autìc sumplhrwjeÐ o pel�thc
anaqwreÐ. Gia thn eidik  perÐptwsh ν = µ, breÐte th st�simh katanom  tou
arijmoÔ twn pelat¸n se suneq  qrìno.

9. JewroÔme thn tropopoÐhsh thc M/M/1 our�c me rujmì afÐxewn λ kai Exp(µ)
qrìnouc exuphrèthshc, me apojarrunìmenouc pel�tec, ìpou k�je pel�thc pou
brÐskei n pel�tec kat� thn �fix  tou anaqwreÐ me pijanìthta qn, me q0 =

1
4
kai

qn = 3
4
gia n ≥ 1. Na brejoÔn

1. h sunj kh eust�jeiac (stasimìthtac) gia to sÔsthma
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2. h katanom  (pn) tou arijmoÔ twn pelat¸n se suneq  qrìno.

10. JewroÔme thn M/M/c our� me rujmì afÐxewn λ kai Exp(µ) qrìnouc exuph-
rèthshc. Na brejoÔn

1. h sunj kh eust�jeiac (stasimìthtac) gia to sÔsthma
2. h katanom  (pn) tou arijmoÔ twn pelat¸n se suneq  qrìno.

Binteodi�lexh maj matoc 23 - QwrÐo 4

11. JewroÔme thn M/M/∞ our� me rujmì afÐxewn λ kai Exp(µ) qrìnouc exuph-
rèthshc. Na brejoÔn

1. h sunj kh eust�jeiac (stasimìthtac) gia to sÔsthma
2. h katanom  (pn) tou arijmoÔ twn pelat¸n se suneq  qrìno.

12. JewroÔme thn tropopoÐhsh thc M/M/c/c our�c me Poisson diadikasÐa afÐxewn
rujmoÔ λ kai Exp(µ) qrìnouc exuphrèthshc, ìpou orismènoi pel�tec anaqwroÔn
apì to sÔsthma amèswc mìlic afiqjoÔn, qwrÐc na exuphrethjoÔn (apojarru-
nìmenoi pel�tec). Sugkekrimèna, k�je pel�thc pou brÐskei n �lla �toma sto
sÔsthma kat� thn �fix  tou anaqwreÐ me pijanìthta n

c
, 0 ≤ n ≤ c.

1. Na brejeÐ h st�simh katanom  (pn) tou arijmoÔ twn pelat¸n sto sÔsthma
{Q(t)}. TÐ eÐdouc katanom  eÐnai?

2. Na brejeÐ to makroprìjesmo posostì twn �mesa apoqwroÔntwn pelat¸n
(qamènwn pelat¸n).

3. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc paramon c enìc pel�th sto sÔsthma, E[S], lam-
b�nontac upìyh ìlouc touc afiqjèntec pel�tec. Na brejeÐ o mèsoc qrìnoc
paramon c enìc pel�thc sto sÔsthma, E[S′], lamb�nontac upìyh mìno touc
telik� eiserqìmenouc pel�tec.

4. Na brejeÐ o mèsoc kÔkloc apasqìlhshc tou sust matoc, E[Z].


