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ÃñáììéêÞ Ðáëéíäñüìçóç

¸óôù äýï ìåôáâëçôÝòX êáé Y . Ìéá óõíáñôçóéáêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí ìåôáâëçôþí
ôçò ìïñöÞò

Y = f(X)

åßíáé ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ ó÷Ýóç (deterministic relationship), ðïõ óçìáßíåé üôé ç
ôéìÞ ôçò X êáèïñßæåé ðëÞñùò ôçí ôéìÞ ôçò Y .
Ãéá ðáñÜäåéãìá, Y = �0 + �1X, ãñáììéêÞ ó÷Ýóç.

Ç óôáôéóôéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý äõï ìåôáâëçôþí åßíáé ôçò ìïñöÞò

Y = f(X) + ";

üðïõ " ôõ÷áßïò (óôï÷áóôéêüò) üñïò. Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé óôï÷áóôéêÞ (stochastic
relationship). Ç ôõ÷áßá ìåôáâëçôÞ Y åîáñôÜôáé áðü ôçí ìåôáâëçôÞ X (ç ïðïßá

Ý÷åé ðñïêáèïñéóìÝíåò ôéìÝò), áëëÜ êáé áðü êÜðïéïõò ìç ìåôñÞóéìïõò ðáñÜãïíôåò
ðïõ óõíïøßæïíôáé óôïí óôï÷áóôéêü üñï ".

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Y = �0 + �1X + ", áðëÞ ãñáììéêÞ ðáëéíäñüìçóç(regression)
ç áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï (simple linear model).

¸÷ïíôáò ðáñáôçñÞóåé äåßãìá æåõãþí (Xi; Yi); i = 1; : : : ; n, ãéá ôá ïðïßá õðïèÝôïõìå
üôé áêïëïõèïýí ôï ìïíôÝëï ãñáììéêÞò ðáëéíäñüìçóçò,

Yi = �0 + �1Xi + "i; i = 1; : : : ; n;

óêïðüò ìáò åßíáé ç åêôßìçóç êáé ãåíéêÜ ç óôáôéóôéêÞ óõìðåñáóìáôïëïãßá ãéá ôéò
Üãíùóôåò ðáñáìÝôñïõò �0; �1 ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôï äåßãìá (Xi; Yi).

Óôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï ç Y åßíáé ç åîáñôçìÝíç ìåôáâëçôÞ (dependent or
response) êáé ç X åßíáé ç áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ (independent or predictor)
Ôá "i ïíïìÜæïíôáé ôõ÷áßá óöÜëìáôá.
Óýìöùíá ìå ôç ìïíôåëïðïßçóç, ç Y åßíáé ô.ì. åíþ ç X ü÷é.

ÕðïèÝóåéò ãéá ôá ôõ÷áßá óöÜëìáôá:

• E("i) = 0, óöÜëìáôá ìå ìçäåíéêÞ ìÝóç ôéìÞ.

• V ("i) = �2, ïìïóêåäáóôéêüôçôá (ßóç äéáóðïñÜ).

• Cov("i; "j) = 0, áóõó÷Ýôéóôá ôõ÷áßá óöÜëìáôá (ôï óöÜëìá óå ïðïéáäÞðïôå
äïêéìÞ äåí åðçñåÜæåé ôá óöÜëìáôá Üëëùí äïêéìþí).
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Ïé õðïèÝóåéò ãéá ôïõò ôõ÷áßïõò üñïõò ïäçãïýí óå õðïèÝóåéò ãéá ôá Yi. ¸÷ïõìå,
ëïéðüí,

• E(Yi) = �0 + �1Xi; V (Yi) = �2; Cov(Yi; Yj) = 0

Ç ãñáììÞ ðáëéíäñüìçóçò äßíåé ôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôçò Y ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò X.

Áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï

Áðëü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé ìéá ìüíï áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ.

Ãñáììéêü óçìáßíåé ãñáììéêü ùò ðñïò ôéò ðáñáìÝôñïõò.

Ôï õðüäåéãìá Yi = �0 + �1X
2
i + "i åßíáé ãñáììéêü, åíþ ôï Yi = �

�1
1 Xi + "i ü÷é.

Åñìçíåßá ôùí ÐáñáìÝôñùí ôçò Ðáëéíäñüìçóçò

�0: åßíáé ôï óçìåßï üðïõ ç åõèåßá ôÝìíåé ôïí Üîïíá ôùí Y , äçëáäÞ áíôéóôïé÷åß
óôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ Y ãéá X = 0

�1: åßíáé ç êëßóç ôçò åõèåßáò êáé áíôéðñïóùðåýåé ôçí ìåôáâïëÞ ( áýîçóç Þ ìåßùóç)
óôçí áíáìåíüìåíç ôéìÞ ôïõ Y ðïõ áíôéóôïé÷åß óå áýîçóç ôïõ X êáôÜ ìéá
ìïíÜäá.

Åêôßìçóç ðáñáìÝôñùí ìå ôç ÌÝèïäï Åëá÷ßóôùí Ôåôñáãþíù

Ç Ì.Å.Ô. óôï÷åýåé óôïí ðñïóäéïñéóìü ôçò ãñáììÞò ðáëéíäñüìçóçò Ýôóé þóôå
íá åëá÷éóôïðïéçèïýí óõíïëéêÜ ïé áðïêëßóåéò ôùí óçìåßùí (ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôá
æåýãç (Xi; Yi)) áðü ôçí åõèåßá (åëá÷éóôïðïßçóç ôùí óöáëìÜôùí).

¸÷ïõìå "i = Yi − E(Yi) = Yi − (�0 + �1Xi).
ÅðåéäÞ E("i) = 0 äåí åîåôÜæïõìå ôçí ðïóüôçôá

∑n

i=1 "i (ç ïðïßá èá åßíáé ßóç ìå
0), áëëÜ ðáßñíïõìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí

Q =
n∑
i=1

"2i =
n∑
i=1

(Yi − �0 − �1Xi)
2:
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Ïé åêôéìÞôñéåò ôùí �0; �1 ðñïêýðôïõí áðü ôçí åëá÷éóôïðïßçóç ôïõ Q.
dQ

d�0

= −2
n∑
i=1

(Yi − �0 − �1Xi) = 0

dQ

d�1

= −2
n∑
i=1

Xi(Yi − �0 − �1Xi) = 0

⇒


n∑
i=1

Yi = n�0 + �1

n∑
i=1

Xi

n∑
i=1

XiYi = �0

n∑
i=1

Xi + �1

n∑
i=1

X2
i

ÊáíïíéêÝò Åîéóþóåéò

Ëýíïíôáò ùò ðñïò �0 êáé �1 Ý÷ïõìå

�̂1 =

n∑
i=1

XiYi −
∑n

i=1Xi

∑n

i=1 Yi

n∑n

i=1X
2
i −

(
∑

n

i=1Xi)2

n

=

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1(Xi − X̄)2

�̂0 =
1

n

[ n∑
i=1

Yi − �̂1

n∑
i=1

Xi

]
= Ȳ − �̂1X̄

ÅíáëëáêôéêÞ ìïñöÞ ôïõ áðëïý ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ

Yi = �∗
0 + �1(Xi − X̄) + "i; üðïõ �∗

0 = �0 + �1X̄

Þ Yi = �∗
0 + �1X̃i + "i üðïõ X̃i = Xi − X̄

Ç åêôéìÞôñéá ôïõ �1 åßíáé ç ßäéá ìå áõôÞ ôçò áñ÷éêÞò åêäï÷Þò ôïõ áðëïý
ãñáììéêïý ìïíôÝëïõ.

Ãéá ôï �∗
0 åßíáé: �̂0

∗
= �̂0 + �̂1X̄ = Ȳ − �̂1X̄ + �̂1X̄ = Ȳ

Èåþñçìá. Ôá �̂0 êáé �̂1 åßíáé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôùí Yi.

Áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå üôé ç �̂1 =

∑n

i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1(Xi − X̄)2
ìðïñåß íá ãñáöôåß ùò

�̂1 =
∑

kiYi, üðïõ ki =
Xi − X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2
.
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Êáé åðåéäÞ ôá Xi åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé ôá ki èá åßíáé ãíùóôÝò óôáèåñÝò êáé

Üñá ôï �̂1 åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí Yi.

¸÷ïõìå

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi − Ȳ ) =
n∑
i=1

(Xi − X̄)Yi −
n∑
i=1

(Xi − X̄)Ȳ

=
n∑
i=1

(Xi − X̄)Yi − Ȳ

n∑
i=1

(Xi − X̄) =
n∑
i=1

(Xi − X̄)Yi

¢ñá �̂1 =

∑n

i=1(Xi − X̄)(Yi − Ȳ )∑n

i=1(Xi − X̄)2
=
∑

kiYi

Ðñïöáíþò êáé �̂0 = Ȳ −�̂1X̄ = 1
n

∑
Yi−X̄

∑
kiYi åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò

ôùí Yi.

Éäéüôçôåò ôùí ðïóïôÞôùí ki

•
∑

ki = 0, ãéáôß

∑n

i=1(Xi − X̄)∑n

i=1(Xi − X̄)2
=

0∑n

i=1(Xi − X̄)2
= 0

•
∑

kiXi = 1, ãéáôß
∑

kiXi =
∑ Xi − X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2
Xi =∑ Xi − X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2
Xi −

∑ Xi − X̄∑n

i=1(Xi − X̄)2
X̄ =

∑
(Xi − X̄)2∑n

i=1(Xi − X̄)2
= 1

•
∑

k2i =
1∑

(Xi − X̄)2
,

ãéáôß
∑

k2i =
∑[ Xi − X̄∑

(Xi − X̄)2

]2
=

∑
(Xi − X̄)2

(
∑

(Xi − X̄)2)2
=

1∑
(Xi − X̄)2
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Èåþñçìá ôùí Gauss−Markov. Ãéá ôï áðëü ãñáììéêü ìïíôÝëï ïé åêôéìÞôñéåò

åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí �̂0 �̂1

1) åßíáé áìåñüëçðôåò
2) Ý÷ïõí åëÜ÷éóôç äéáóðïñÜ ìåôáîý ôùí áìåñüëçðôùí åêôéìçôñéþí ðïõ åßíáé ãñáììéêÝò
óõíáñôÞóåéò ôùí Yi.

Áðüäåéîç

• Áìåñïëçøßá ôçò �̂1: ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé Å(�̂1) = �1.

Å(�̂1) = Å(
∑

kiYi) =
∑

kiÅ(Yi) =
∑

ki(�0+�1Xi) = �0

∑
ki︸ ︷︷ ︸

0

+�1

∑
kiXi︸ ︷︷ ︸
1

= �1

• ¸óôù üôé üëåò ïé áìåñüëçðôåò åêôéìÞôñéåò ôïõ �1 ðïõ åßíáé ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò
ôùí Yi åßíáé ôçò ìïñöÞò

b1 =
∑

ciYi;

üðïõ ci áõèáßñåôåò óôáèåñÝò. ÅðåéäÞ Ý÷ïõìå áìåñïëçøßá:

Å(bi) = �i ⇒ E(
∑

ciYi) =
∑

ci(�0 + �1Xi) = �0

∑
ci + �1

∑
ciXi = �1:

¢ñá ðñÝðåé
∑

ci = 0 êáé
∑

ciXi = 1:

Ç äéáóðïñÜ ôïõ b1 åßíáé

V (b1) = V (
∑

ciYi) =
∑

c2iV (Yi) =
∑

c2i�
2 = �2

∑
c2i ;

áöïý Cov(Yi; Yj) = 0:

¸óôù üôé ôá ci Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ ci = ki + di üðïõ ôá ki åßíáé üðùò ïñßóôçêáí

óôçí åêôéìÞôñéá �̂1 =
∑

kiYi êáé ôá di åßíáé áõèáßñåôåò óôáèåñÝò.

Óõíåðþò

V (b1) = �2
∑

c2i = �2
∑

(ki + di)
2

= �2
[∑

k2i +
∑

d2i + 2
∑

kidi

]
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= �2
∑

k2i︸ ︷︷ ︸
V (�̂1)

+�2
∑

d2i + 2�2
∑

kidi

¸÷ïõìå
∑

ki = 0 êáé
∑

ci =
∑

(ki + di) = 0 ⇒
∑

di = 0∑
kiXi = 1 êáé

∑
ciXi =

∑
(ki + di)Xi = 1 ⇒

∑
diXi = 0:

Åßíáé
∑

kidi =

∑
(Xi − X̄)di∑n

i=1(Xi − X̄)2
=

∑
Xidi∑n

i=1(Xi − X̄)2
−X̄

∑
di∑n

i=1(Xi − X̄)2
= 0,

ïðüôå V (b1) = V (�̂1) + �2
∑

d2i .

Ç ðïóüôçôá �2
∑

d2i åëá÷éóôïðïéåßôáé ãéá
∑

d2i = 0: ¢ñá ç äéáóðïñÜ ôïõ b1
åßíáé åëÜ÷éóôç üôáí

∑
d2i = 0:⇔ di = 0 ∀i; äçëáäÞ ci = ki; ∀i:

Óõíåðþò ç åêôéìÞôñéá ôùí åëá÷ßóôùí ôåôñáãþíùí (å.å.ô.), �̂1, Ý÷åé ôçí åëÜ÷éóôç
äéáóðïñÜ ìåôáîý ôùí áìåñüëçðôùí ãñáììéêþí åêôéìçôñéþí.

• Áìåñïëçøßá ôçò �̂0:

Å(�̂0) = Å(Ȳ − �̂1X̄) = Å
[ 1

n
(

n∑
i=1

Yi − �̂1

n∑
i=1

Xi)
]

=

=
1

n

[ n∑
i=1

Å(Yi)− (
n∑
i=1

Xi)Å(�̂1)

]
=

=
1

n

[∑
(�0 + �1Xi)− �1

∑
Xi

]
=

=
1

n

[
n�0 + �1

∑
Xi − �1

∑
Xi

]
= �0:

ÐáñáôÞñçóç: Ôá Xi äåí åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò.
Ôá Yi åßíáé ôõ÷áßåò ìåôáâëçôÝò, áíåîÜñôçôåò áëëÜ ü÷é éóüíïìåò (Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò

áíáìåíüìåíåò ôéìÝò êáé êïéíÞ äéáêýìáíóç).
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Åêôßìçóç ôïõ �2

• Áí Y1; Y2; : : : ; Yn ôõ÷áßï äåßãìá áðü êáôáíïìÞ ìå ãíùóôü ìÝóï � êáé äéáóðïñÜ
�2, ôüôå ç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 åßíáé ç �̂2 = 1

n

∑
(Yi − �)2. Áí ï ìÝóïò �

åßíáé Üãíùóôïò èá åêôéìçèåß áðü ôï Ȳ êáé ôüôå ôï �2 åêôéìÜôáé áðü ôï
Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãùíéêþí áðïêëßóåùí ôùí Yi áðü ôïí êïéíü ôïõò ìÝóï,
S2 = 1

n−1

∑
(Yi − Ȳ )2. Åßíáé E(S2) = �2 [áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá].

• Óôï ãñáììéêü ìïíôÝëï ôá Yi Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÝò êáôáíïìÝò ðïõ åîáñôþíôáé
áðü ôá Xi. ÅðïìÝíùò, ç áðüêëéóç êÜèå ðáñáôÞñçóçò ðñÝðåé íá õðïëïãéóôåß

áðü ôï ìÝóï ôçò: Ŷi = �̂0 + �̂1Xi.
¢ñá, áí óõìâïëßóïõìå ìå "̂i ôéò åêôéìÞóåéò ôùí óöáëìÜôùí (êáôÜëïéðá-
residuals), õðïëïãßæïõìå ôï Üèñïéóìá∑

"̂i
2 =

∑
(Yi − Ŷi)

2 =
∑

(Yi − �̂0 − �̂1Xi)
2

error sum of squares or residuals sum of squares

Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí êáôáëïßðùí

Ìéá áìåñüëçðôç åêôéìÞôñéá ôïõ �2 åßíáé ç

�̂2 =
1

n− 2

∑
(Yi − �̂0 − �̂1Xi)

2

mean square error

ìÝóï ôåôñáãùíéêü óöÜëìá

Äéáéñïýìå ìå n− 2 (â.å.) êáèþò Ý÷ïõí åêôéìçèåß 2 ðáñÜìåôñïé.


