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Om�da A

Jèma 1.[25 BajmoÐ] Se èna diag¸nisma pollapl c epilog c, gia k�je er¸thsh proteÐnontai 4
apant seic apì tic opoÐec h mÐa akrib¸c eÐnai swst . Swst  ap�nthsh bajmologeÐtai me +1 en¸
lanjasmènh ap�nthsh me x < 0. 'Enac foitht c pou lÔnei ta jèmata gnwrÐzei thn ap�nthsh se
mia tuqaÐa er¸thsh me pijanìthta p kai den èqei idèa gia thn ap�nthsh me pijanìthta 1 − p. O
foitht c akoloujeÐ th strathgik  na epilègei entel¸c sthn tÔqh ìtan den èqei idèa gia th swst 
ap�nthsh miac er¸thshc.

(a) E�n se mia er¸thsh èqei d¸sei th swst  ap�nthsh, poia h pijanìthta na gn¸rize th swst 
ap�nthsh?

(b) Poio prèpei na eÐnai to posì thc poin c x e�n epijumoÔme o foitht c na èqei anamenìmenh
bajmologÐa se mia tuqaÐa er¸thsh Ðsh me p?

Jèma 2.[25 BajmoÐ] 'Estw tuqaÐa metablht  X pou akoloujeÐ thn omoiìmorfh katanom  sto
(−2, 2).

(a) Poièc eÐnai oi dunatèc timèc thc tuqaÐac metablht  Y = 1/X? Na brejeÐ h puknìthta thc
Y , kai na epalhjeujeÐ ìti èqei tic idiìthtec pou qarakthrÐzoun mia sun�rthsh wc puknìthta.

(b) Na upologisteÐ h ropogenn tria MX(t) = E(etX) thc X.

Jèma 3.[15 BajmoÐ] 'Estw tuqaÐa metablht  X ∼ Γ(a, θ) (me a, θ > 0), dhlad  suneq c me
puknìthta

fX(x) =
θa

Γ(a)
xa−1e−θx 1x>0.

(a) Na upologisteÐ h ropogenn tria MX(t) = E(etX) thc X. Gia poi� t ∈ R eÐnai h MX

peperasmènh?

(b) Gia r > 0, ti katanom  akoloujeÐ h tuqaÐa metablht  Y = rX?

Jèma 4.[25 BajmoÐ] Se 3 rÐyeic enìc tÐmiou nomÐsmatoc, èstw X o arijmìc twn kefal¸n stic 2
pr¸tec rÐyeic kai Y o arijmìc kefal¸n stic 2 teleutaÐec rÐyeic. Jètoume

f(x, y) = P(X = x, Y = y)

gia k�je (x, y) ∈ R2.

(a) UpologÐsete thn f(x, y) gia k�je (x, y) ∈ R2.

(b) UpologÐste thn pijanìthta P(Y = 1 |X = 1).

(g) UpologÐste th sundiakÔmansh Cov(X, Y ).

Jèma 5.[20 BajmoÐ] 'Eqei parathrhjeÐ ìti o qrìnoc apofoÐthshc (se ex�mhna) enìc foitht  tou
tm matoc majhmatik¸n eÐnai mi� tuqaÐa metablht  me tupik  apìklish 5 kai mèsh tim  µ. DÐnetai
ìti gia èna dedomèno sÔnolo 100 foitht¸n, h pijanìthta o mèsoc ìroc twn qrìnwn apofoÐths c
touc na xeper�sei to 14.265 isoÔtai me 1/100. Na upologisteÐ h mèsh tim  µ.

Timèc apì ton PÐnaka thc Tupopoihmènhc Kanonik c, N(0, 1):

Φ(0.5) = 0.6915, Φ(1) = 0.8413, Φ(1.5) = 0.9332, Φ(1.65) = 0.95,
Φ(1.96) = 0.975, Φ(2) = 0.9773, Φ(2.33) = 0.99, Φ(3) = 0.9987,

'Arista eÐnai to 100. Di�rkeia 2 1
2
¸rec. KALH EPITUQIA!



Apant seic

1. (a) Jètoume

A := {o foitht c xèrei thn ap�nthsh sthn er¸thsh},
B := {o foitht c apant�ei swst� sthn er¸thsh}.

P(A |B) =
P(A ∩B)

P(B)
=

P(A)P(B |A)

P(A)P(B |A) + P(Ac)P(B |Ac)
=

p

p+ (1− p)1
4

=
4p

3p+ 1
.

(b) Jèloume

p = p · 1 + (1− p) 1

4
· 1 + (1− p) 3

4
x.

'Ara x = −1/3.

2. (a) Oi dunatèc timèc thc Y eÐnai oi arijmoÐ tou sunìlou (−∞,−1/2) ∪ (1/2,∞).

fY (t) =

{
1
4t2

an t ∈ (−∞,−1/2) ∪ (1/2,∞),

0 an t ∈ [−1/2, 1/2].

H f eÐnai mh arnhtik  kai èqei olokl rwma 1.

(b)

E(etX) =

∫ 2

−2

1

4
etx dx =

{
e2t−e−2t

4t
an t ∈ R \ {0},

1 an t = 0.

3. (a) JewrÐa.

MX(t) =

{
1

1− t
θ

an t < θ,

∞ an t ≥ θ.

(b) 'Enac trìpoc.

MY (t) = MX(rt) =

{
1

1− t
θ/r

an t < θ/r,

∞ an t ≥ θ/r.
.

Kat� ta gnwst�, autì dÐnei ìti Y ∼ Γ(a, θ/r).

4. (a) H f eÐnai pantoÔ mhdèn ektìc apì ta shmeÐa {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)}.
Oi timèc pou dÐnei h f se aut� ta shmeÐa faÐnontai ston ex c pÐnaka.

y\x 0 1 2
0 1/8 1/8 0
1 1/8 2/8 1/8
2 0 1/8 1/8

Gia par�deigma P(X = 1, Y = 1) = 2/8 giatÐ to gegonìc {X = 1, Y = 1} pragmatopoieÐtai an
kai mìno an èrjei èna apì ta apotelèsmata KGK, GKG, to kajèna apì ta opoÐa èqei pijanìthta
1/8.

(b) Qrhsimopoi¸ntac ton pÐnaka apì to (a), brÐskoume

P(Y = 1 |X = 1) =
P(Y = 1, X = 1)

P(X = 1)
=

2/8

4/8
=

1

2

(g) Apì to er¸thma (a) brÐskoume ìti E(XY ) = 5/4,E(X) = E(Y ) = 1. 'Ara

Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ) =
1

4
.



5. 'Estw Xi o (tuqaÐoc) qrìnoc apofoÐthshc, se ex�mhna, tou foitht  i, me i = 1, 2, . . . , 100.
'Estw S100 := X1 + · · ·+X100. DÐnetai ìti

P

(
S100

100
> 14.265

)
= 10−2.

Gia eukolÐa, jètoume n = 100, a = 14.265, σ = 5. Tìte, to kentrikì oriakì je¸rhma dÐnei

P

(
Sn
n
> 14.265

)
= P (Sn > an) = P

(
Sn − nµ
σ
√
n

>
(a− µ)n

σ
√
n

)
≈ 1− Φ

(
(a− µ)

√
n

σ

)
.

Epeid  aut  h posìthta isoÔtai me 10−2 = 1 − Φ(2.33) (apì ton pÐnaka tim¸n thc Φ) kai h Φ
eÐnai 1-1, paÐrnoume kat� prosèggish ìti

(a− µ)
√
n

σ
= 2.33

'Ara µ = a− 2.33σ/
√
n = 14.265− 2.33/2 = 13.1


