
Πιθανοτητες Ι. Προβληματα

1. 'Εστω X � Binpn, pq με n P N�, p P p0, 1q. Να βρεθεί μια απλή έκφραση για την πιθανότητα

Ppτο X είναι πολλαπλάσιο του 2q.

2. 'Οποτε έχουμε μια συνάρτηση f : R2 Ñ r0,8q που είναι Riemann ολοκληρωσιμη με
´
R2 f px, yq dxdy � 1,

υπάρχει διδιάστατη τυχαία μεταβλητή pX,Yq με συνάρτηση πυκνότητας f . Η συνάρτηση κατανομής της

pX,Yq είναι προφανώς η

FX,Ypx, yq :� PpX ¤ x,Y ¤ yq �
» x

�8

» y

�8

f ps, tq dtds.

(α) Να δοθεί παράδειγμα πυκνότητας f και σημείου px0, y0q P R
2
ώστε η f να είναι συνεχής στο px0, y0q αλλά

να μην υπάρχει η BF{Bxpx0, y0q.

(β) Να δοθεί παράδειγμα πυκνότητας f και σημείου px0, y0q P R
2
ώστε η f να είναι συνεχής στο px0, y0q αλλά

να μην υπάρχει καμία από τις

BF
Bx
px0, y0q,

BF
By
px0, y0q.

3. 'Εστω pX,Yq διδιάστατη τυχαία μεταβλητή της οποίας η συνάρτηση κατανομής ικανοποιεί

Fpx, yq �

#
2y3 � y2 � xy αν 0 ¤ 2y ¤ x ¤ 1,
x3�x2

4 � 2xy αν 0 ¤ x ¤ 2y ¤ 1.

[Τέτοια τυχαία μεταβλητή υπάρχει.]

(α) Να συμπληρωθούν οι τιμές της F για px, yq εκτός του r0, 1s � r0, 1{2s.

(β) Να υπολογιστούν η hpx, yq � B2F
BxBypx, yq όπου αυτή υπάρχει και το ολοκλήρωμα

´
R2 hpx, yq dx dy.

[Στα σημεία που η μικτή παράγωγος δεν υπάρχει, η h ορίζεται ίση με 0.]

(γ)* Να υπολογιστεί η πιθανότητα Pp2Y ¤ X ¤ 1{3q. Τι συμβαίνει;

4. 'Εστω pUnqn¥1 ακολουθία ανεξάρτητων τυχαίων μεταβλητών καθεμία με κατανομή ομοιόμορφη στο p0, 1q.

(α) Για x P p0, 1s, έστω

Nx :� inf

#
n :

ņ

k�1

a
Uk ¡ x

+
.

Να βρεθεί η EpNxq.

(β) Για x P p0, 1s, έστω

Mx :� inf

#
n :

n¹
k�1

a
Uk   x

+
.

Να βρεθεί η EpMxq.



Σχόλια

3. (γ) Η ζητούμενη πιθανότητα είναι 1/27.


