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ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ

Θέµα 1. (α) Αν Ai είναι το ενδεχόµενο να µη είναι το φωνήεντο ωi ανάµεσα στα 5 εκλεγόµενα
φωνήεντα, τότε η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι (α1)

P(A′1A′2) = 1 − P(A1) − P(A2) + P(A1A2) = 1 − 2
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και (α2)

P(A′1A′2A′3) = 1 − P(A1) − P(A2) − P(A3) + P(A1A2) + P(A1A3) + P(A2A3) − P(A1A2A3)
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.

(ϐ) Οι διαδοχικές εκλογές γραµµάτων από το αλϕάβητο αποτελούν ανεξάρτητες δοκιµές
Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p = 1/4 και έτσι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί τη
διωνυµική κατανοµή µε ν = 5 και p = 1/4. Εποµένως (�1)

P(X ≥ 2) = 1 − P(X = 0) − P(X = 1) = 1 −
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και (�2)

E(X ) = νp = 5
1
4
=

5
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, V (X ) = νp(1 − p) = 5
1
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3
4
=
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.



Θέµα 2. (α) Η µέση τιµή υπολογίζεται ως εξής :

E(X ) =
∫ 2
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Επίσης

E(X2) =
∫ 2
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1
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x2dx =
[x3
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= 1,

και έτσι η διασπορά είναι

V (X ) = E(X2) − [E(X )]2 = 1 −
(1
2

)2
=

3
4

.

(ϐ) Η συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Y = |X | δίνεται από την

fY (y) =
{

fX (−y) + fX (y), 0 < y < 1,
fX (y), 1 ≤ y < 2,

επειδή fX (x) = 0, −2 < x ≤ −1, οπότε fX (−y) = 0, 1 ≤ y < 2. Εποµένως

fY (y) =

 2/3, 0 < y < 1,

1/3, 1 ≤ y < 2.

Επίσης η Ϲητούµενη µέση τιµή, χρησιµοποιώντας το ότι E(X2) = 1, υπολογίζεται ως εξής :

E(Y 2) = E(|Y |2) = E(X2) = 1

ή εναλλακτικά ως εξής :

E(Y 2) =
∫ 2

0
y2fY (y)dy =
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Θέµα 3. (α) Η τυχαία µεταβλητή Xt , σύµϕωνα µε τα δεδοµένα, ακολουθεί την κατανοµή
Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας

P(Xt = x) = e−θt (θt)x

x!
, x = 0, 1, . . . , (θ > 0)

Χρησιµοποιώντας τη συνθήκη P(X1 ≤ 1) =
3
2
· P(X1 = 2), παίρνουµε διαδοχικά

e−θ(1 + θ) =
3
2

e−θ θ2

2
, 3θ2 − 4θ − 4 = 0, θ =

4 ±
√

16 + 48
6

=
4 ± 8

6
,

όπου η λύση θ = −2/3 απορρίπτεται επειδή πρέπει θ > 0. Εποµένως θ = 2.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Poisson µε θ = 2 και

t = 1/2,
P(X1/2 = x) = e−1 1

x!
, x = 0, 1, . . . ,

παίρνουµε
P(X1/2 ≥ 1) = 1 − P(X2 = 0) = 1 − e−1.

(γ) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Poisson µε θ = 2 και
t = 1,

P(X1 = x) = e−2 2x

x!
, x = 0, 1, . . . ,

η Ϲητούµενη µέση τιµή υπολογίζεται ως εξής

E[X1(X1 − 1)] =
∞∑

x=2

x(x − 1)e−2 2x

x!
= 22e−2

∞∑
x=2

2x−2

(x − 2)!
= 4e−2e2 = 4,

ή, εναλλακτικά, χρησιµοποιώντας το ότι E(X1) = 2 και V (X1) = 2,

E[X1(X1 − 1)] = E[X2
1 ] − E(X1) = V (X1) + [E(X1)]2 − E(X1) = 2 + 4 − 2 = 4.



Θέµα 4. (α) Η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της X , επειδή η από κοινού συναρτηση
πιθανότητας των X και Y , fX,Y (x, y), για δεδοµένο x = 1, 2, . . . , 5, δεν µηδενίζεται για y =
x, x + 1, . . . , 5 και έτσι

fX (x) =
5∑

y=x

1
15
=

6 − x

15
, x = 1, 2, . . . , 5.

Η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής Y δεδοµένης της X = x είναι

fY |X (y|x) =
fX,Y (x, y)

fX (x)
=

1
6 − x

, y = x, x + 1, . . . , 5, (x = 1, 2, . . . , 5).

(ϐ) Η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της Y , επειδή η από κοινού συναρτηση πυκνότη-
τας των X και Y , fX,Y (x, y), για δεδοµένο 0 < y < 1, δεν µηδενίζεται για 0 < x < 1 − y και
έτσι

fY (y) = 2
∫ 1−y

0
dx = 2(1 − y), 0 < y < 1.

Η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής X δεδοµένης της Y = y είναι

fX |Y (x |y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

1
1 − y

, 0 < x < 1 − y, (0 < y < 1).

(ϐ) Η E(XY ) υπολογίζεται ως εξής :

E(XY ) = 2
∫ 1

0
y
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0
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}
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