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Ασκήσεις

5.1. Στο τυχαίο πείραµα της ϱίψης δύο διακεκριµένων κύβων έστω X η

ένδειξη του πρώτου κύβου και Y η µεγαλύτερη από τις δύο ενδείξεις.

Να προσδιορισθούν (α) η συνάρτηση πιθανότητας της διδιάστατης

τυχαίας µεταβλητής (X , Y ) και (ϐ) η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας

της Y .
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Ασκήσεις

(α) ΄Εστω Z η ένδειξη του δευτέρου κύβου. Αν x = y = 1, 2, . . . , 6, τότε

fX ,Y (x, x) = P(X = x, Y = x) = P(X = x, Z ≤ x) =
x

36
,

ενώ αν x = 1, 2, . . . , 5 και y = x + 1, x + 2, . . . , 6, τότε

fX ,Y (x, y) = P(X = x, Y = y) = P(X = x,max{x, Z } = y)

= P(X = x, Z = y) =
1

36
.

Εποµένως

fX ,Y (x, y) =


x/36, x = y = 1, 2, . . . , 6,
1/36, x = 1, 2, . . . , 5, y = x + 1, x + 2, . . . , 6
0, διαφορετικά,
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(ϐ) Η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της Y είναι η

fY (y) =
y∑

x=1

fX ,Y (x, y) =
y−1∑
x=1

fX ,Y (x, y) + fX ,Y (y, y)

=
y−1∑
x=1

1

36
+

y

36
=

2y − 1

36
, y = 1, 2, . . . , 6.
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H
HHH

fX ,Y (x, y)
y

x 1 2 3 4 5 6 fX (x)

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6

2 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6

3 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36 1/6

4 0 0 0 4/36 1/36 1/36 1/6

5 0 0 0 0 5/36 1/36 1/6

6 0 0 0 0 0 6/36 1/6

fY (y) 1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1

Πίνακας Η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας
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5.2. Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας των τυχαίων µεταβλητών X και

Y δίνεται από τον τύπο

f(x, y) =

{
2e−x−2y αν x > 0, y > 0,
0, αλλιώς.

(α) Να ϐρεθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας fX (x) και fY (y)
και να εξετασθεί κατά πόσον οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι

ανεξάρτητες.

(ϐ) Να υπολογισθούν οι πιθανότητες P(X > 2), P(Y < 1),

P(X > 2, Y < 1), P(X > 2 |Y < 1) και P(X < Y ).



ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Ασκήσεις

(α)

fX (x) = 2e
−x

∫ ∞

0

e
−2y

dy = e
−x

[
− e
−2y

]∞
0

= e
−x , x > 0,

fY (y) = 2e
−2y

∫ ∞

0

e
−x

dx = 2e
−2y

[
− e
−x

]∞
0

= 2e
−2y , y > 0.

Επειδή

f(x, y) = fX (x)fY (y), x, y ∈ R,

οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ανεξάρτητες.
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(ϐ)

P(X > 2) =

∫ ∞

2

e
−x

dx =
[
− e
−x

]∞
2

= e
−2,

P(Y < 1) =

∫
1

0

2e
−2y

dy =
[
− e
−2y

]3

0
= 1 − e

−2,

P(X > 2, Y < 1) = P(X > 2)P(Y < 1) = e
−2(1 − e

−2),

P(X > 2 |Y < 1) = P(X > 2) = e
−2.
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P(X < Y ) =

∫ ∞

0

∫
y

0

f(x, y)dxdy,∫
y

0

f(x, y)dx = 2e
−2y

∫
y

0

e
−x

dx = 2e
−2y

[
− e
−x

]y

0
= 2e

−2y(1 − e
−y),

P(X < Y ) =

∫ ∞

0

(2e
−2y−2e

−3y)dy =
[
−e
−2y +

2

3
e
−3y

]∞
0

= 1−
2

3
=

1

3
.
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5.3. ΄Εστω ότι η διδιάστατη τυχαία µεταβλητή (X , Y ) κατανέµεται

οµοιόµορφα στο τρίγωνο 0 < x < θ, 0 < y < θ, 0 < x + y < θ, όπου

θ > 0 παράµετρος. ∆είξτε ότι η συνάρτηση πυκνότητας αυτής δίνεται

από την

f(x, y) =
2

θ2
, 0 < x < θ − y, 0 < y < θ

και υπολογίστε τη δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας fX |Y (x |y),

0< x < θ −y , της τυχαίας µεταβλητής X δεδοµένης της Y = y , για

y ∈ (0, θ).
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Η περιθώρια συνάρτηση πυκνότητας της Y είναι η

fY (y) =
2

θ2

∫ θ−y

0

dx =
2(θ − y)

θ2
, 0 < y < θ.

Εποµένως, η δεσµευµένη συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας

µεταβλητής X δεδοµένης της Y = y είναι η

fX |Y (x |y) =
f(x, y)

fY (y)
=

1

θ − y
, 0 < x < θ − y, (0 < y < θ).
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5.4. ΄Εστω (X , Y ) µία συνεχής διδιάστατη τυχαία µεταβλητή µε

συνάρτηση πυκνότητας

f(x, y) = x(y − x)e−y , 0 < x < y < ∞.

Να υπολογισθούν (α) οι περιθώριες συναρτήσεις πυκνότητας fX (x) και

fY (y) και (ϐ) οι δεσµευµένες συναρτήσεις πυκνότητας fX |Y (x |y) και

fY |X (y |x).
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(α) Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό t = y − x , οπότε y = x + t

και dy = dt , παίρνουµε

fX (x) = x

∫ ∞

x

(y − x)e−y
dy = xe

−x

∫ ∞

0

te
−t

dt

και επειδή∫ ∞

0

te
−t

dt = −

∫ ∞

0

tde
−t =

[
− te

−t
]∞
0

+

∫ ∞

0

e
−t

dt =
[
− e
−t
]∞
0

= 1,

fX (x) = xe
−x , 0 < x < ∞.
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fY (y) = e
−y

∫
y

0

x(y − x)dx = ye
−y

∫
y

0

xdx − e
−y

∫
y

0

x
2
dx

= ye
−y

[
x2

2

]y

0

− e
−y

[
x3

3

]y

0

=
1

6
y

3
e
−y , 0 < y < ∞.

(ϐ)

fX |Y (x |y) =
f(x, y)

fY (y)
=

6x(y − x)

y3
, 0 < x < y, (0 < y < ∞),

fY |X (y |x) =
f(x, y)

fX (x)
= (y − x)e−(y−x), x < y < ∞, (0 < x < ∞)
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5.5. ΄Εστω ότι η δεσµευµένη συνάρτηση πιθανότητας µιας τυχαίας

µεταϐλητής X όταν γνωρίζουµε ότι Y = y είναι διωνυµική µε

παραµέτρους (y, p), ενώ η Y ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε

παράµετρο λ > 0. Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πιθανότητας της X .
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Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των X και Y δίνεται από την

fX ,Y (x, y) = fY (y)fX |Y (x |y) = e
−λλ

y

y!

(
y

x

)
p

x
q

y−x , x = 0, 1, . . . , y, y = 0, 1, . . .

και εποµένως η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της X είναι η

fX (x) =
∞∑

y=x

fX ,Y (x, y) = e
−λ (λp)x

x!

∞∑
y=x

(λq)y−x

(y − x)!
= e

−λ (λp)x

x!
e
λq

fX (x) = e
−λp

(λp)x

x!
, x = 0, 1, . . . .
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5.6. ΄Εστω ότι η δεσµευµένη κατανοµή της X δεδοµένης της Y = y

είναι διωνυµική µε παραµέτρους (ν, y), ενώ η κατανοµή της Y είναι

οµοιόµορφη στο διάστηµα (0, 1). ∆είξτε ότι η κατανοµή της X είναι η

διακριτή οµοιόµορφη στο σύνολο {0, 1, . . . , ν}.
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Η από κοινού συνάρτηση πιθανότητας των X και Y δίνεται από την

fX ,Y (x, y) = fY (y)fX |Y (x |y) =

(
ν

x

)
y

x(1−y)ν−x , x = 0, 1, . . . , ν, 0 < y < 1

και εποµένως η περιθώρια συνάρτηση πιθανότητας της X είναι

fX (x) =

(
ν

x

) ∫
1

0

y
x(1 − y)ν−x

dy.

Ολοκληρώνοντας κατά παράγοντες συνάγουµε για το ολοκλήρωµα

Iν,x =

∫
1

0

y
x(1 − y)ν−x

dy,
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την αναγωγική σχέση

Iν,x = −
1

ν − x + 1

∫
1

0

y
x
d(1 − y)ν−x+1

=
[
−

1

ν − x + 1
y

x(1 − y)ν−x+1

]1

0

+
x

ν − x + 1

∫
1

0

y
x−1(1 − y)ν−x+1

dy

=
x

ν − x + 1
Iν,x−1, x = 1, 2, . . . ,

µε

Iν,0 =

∫
1

0

(1 − y)νdy =
[
−

1

ν + 1
(1 − y)ν+1

]1

0

=
1

ν + 1

Εποµένως

Iν,x =

∫
1

0

y
x(1 − y)ν−x

dy =
x!(ν − x)!

(ν + 1)!

και

fX (x) =
1

ν + 1
, x = 0, 1, . . . , ν.
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5.7. ΄Εστω ότι η συνάρτηση πυκνότητας της διδιάστατης τυχαίας

µεταβλητής (X , Y ) δίνεται από την

f(x, y) = 1, |x | < y < 1.

∆είξτε ότι οι τυχαίες µεταβλητές X και Y είναι ασυσχέτιστες αλλά όχι

ανεξάρτητες.
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fX (x) =

∫
1

|x |

dy = [y]1
|x |

= 1 − |x |, −1 < x < 1,

fY (y) =

∫
y

−y

dx = [x]y−y = 2y, 0 < y < 1.

Επειδή f(x, y) , fX (x)fY (y), x, y ∈ R, οι τυχαίες µεταβλητές X και Y δεν

είναι ανεξάρτητες.

E(XY ) =

∫
1

0

[ ∫ y

−y

xdx

]
ydy =

∫
1

0

[
x2

2

]y

−y

ydy = 0,

E(X) =

∫
1

−1

x(1 − |x |)dx = 0.

Επειδή C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = 0, οι τυχαίες µεταβλητές X και

Y είναι ασυσχέτιστες.
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5.8. ΄Εστω X και Y δύο διακριτές τυχαίες µεταβλητές των οποίων η από

κοινού συνάρτηση πιθανότητας δίνεται στον ακόλουθο πίνακα.

HH
HH

fX ,Y (x, y)
y

x
0 1 2

−1 0 1/4 0

0 1/4 0 1/4

1 0 1/4 0

(α) Να υπολογισθούν οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας fX (x),

fY (y) και να δειχθεί ότι οι τυχαίες µεταβλητές X και Y δεν είναι

ανεξάρτητες. (ϐ) Να δειχθεί ότι E(XY ) = E(X)E(Y ) παρά το ότι οι

τυχαίες µεταβλητές X και Y δεν είναι ανεξάρτητες.
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(α) Οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των X και Y δίνονται στον

ακόλουθο πίνακα

HHHH

fX ,Y (x, y)
y

x
0 1 2 fX (x)

−1 0 1/4 0 1/4

0 1/4 0 1/4 1/2

1 0 1/4 0 1/4

fY (y) 1/4 1/2 1/4 1

Επειδή fX ,Y (x, y) , fX (x)fY (y), οι τυχαίες µεταβλητές X και Y δεν είναι

ανεξάρτητες.
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(ϐ)

E(XY ) = (−1)(1)
1

4
+ (1)(1)

1

4
= 0, E(X) = (−1)

1

4
+ (1)

1

4
= 0

Επειδή C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) = 0, οι τυχαίες µεταβλητές X και

Y είναι ασυσχέτιστες.
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5.9. Από ένα δοχείο που περιέχει 3 άσπρα, 4 µαύρα και 5 κόκκινα

σφαιρίδια εξάγουµε χωρίς επανάθεση 3 σφαιρίδια. ΄Εστω X ο αριθµός

των εξαγοµένων άσπρων και Y ο αριθµός των εξαγοµένων µαύρων

σφαιριδίων. Να υπολογισθούν

(α) η από κοινού και οι περιθώριες συναρτήσεις πιθανότητας των X και

Y

(ϐ) οι µέσες τιµές E(X), E(Y ) και οι διασπορές V(X), V(Y ) και

(γ) η συνδιακύµανση C(X , Y ) και ο συντελεστής συσχέτισης ρ(X , Y ).
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(α)

f(x, y) =

(
3

x

)(
4

y

)(
5

3−x−y

)(
12

3

) , x, y = 0, 1, 2, 3, x + y ≤ 3,

fX (x) =

(
3

x

)(
9

3−x

)(
12

3

) , x = 0, 1, 2, 3,

fY (y) =

(
4

y

)(
8

3−y

)(
12

3

) , y = 0, 1, 2, 3.
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HH
HH

fX ,Y (x, y)
y

x
0 1 2 3 fX (x)

0 10/220 40/220 30/220 4/220 84/220

1 30/220 60/220 18/220 0 108/220

2 15/220 12/220 0 0 27/220

3 1/220 0 0 0 1/220

fY (y) 56/220 112/220 48/220 4/220 1
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(ϐ)

E(X) = 1 ·
108

220
+ 2 ·

27

220
+ 3 ·

1

220
=

165

220
=

3

4
,

E(X 2) = 1
2 ·

108

220
+ 2

2 ·
27

220
+ 3

3 ·
1

220
=

225

220
=

45

44
,

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
45

44
−

9

16
=

81

176
.

E(Y ) = 1 ·
112

220
+ 2 ·

48

220
+ 3 ·

4

220
= 1,

E(Y 2) = 1
2 ·

112

220
+ 2

2 ·
48

220
+ 3

2 ·
4

220
=

340

220
=

17

11
,

V(Y ) = E(Y 2) − [E(Y )]2 =
17

11
− 1 =

6

11
.



ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ∆Ι∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Ασκήσεις

(γ)

E(XY ) = 1 ·
60

220
+ 2 ·

18

220
+ 2 ·

12

220
=

120

220
=

6

11
,

C(X , Y ) = E(XY ) − E(X)E(Y ) =
6

11
−

3

4
· 1 =

24 − 33

44
= −

9

44
,

ρ(X , Y ) =
C(X , Y )√

V(X)
√

V(Y )
=

−9/44
√

81/176
√

6/11
= −0,408.


