
ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Χαράλαµπος Α. Χαραλαµπίδης

30 Νοεµβρίου 2009



ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Ας ϑεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή X ορισµένη στον Ω µε

πεδίο τιµών το διάστηµα [α, �], όπου α < � πραγµατικοί αριθµοί. Η

οµοιόµορφη εκχώρηση πιθανότητας εκφράζεται από τη σχέση

P(x1 ≤ X ≤ x2) = c (x2 − x1), α ≤ x1 ≤ x2 ≤ �, (1)

όπου c προσδιοριστέα σταθερά. Θέτοντας x1 = α, x2 = � και

χρησιµοποιώντας τη σχέση P(α ≤ X ≤ �) = 1, συµπεραίνουµε ότι

c =
1

� − α
. (2)

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση αυτή, στην οποία η τυχαία µεταβλητή X

είναι συνεχής, οπότε P(X = x) = 0 για κάθε x ∈ R, η εκχώρηση

πιθανότητας δεν γίνεται σε σηµεία αλλά σε διαστήµατα και είναι

ανάλογη του µήκους των. Τούτο είναι ισοδύναµο µε το ότι διαστήµατα

του ιδίου µήκους είναι ισοπίθανα.
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ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Η συνάρτηση κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής X , όπως προκύπτει

από τις (1) και (2), δίνεται από την

F(x) =


0, −∞ < x < α,
x − α

� − α
, α ≤ x < �,

1, � ≤ x < ∞.

(3)

Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής και έτσι παραγωγίζοντάς την

συνάγουµε την συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής X :

f(x) =


1

� − α
, α ≤ x ≤ �

0, x < α ή x > �.
(4)
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ΟΜΟΙΟΜΟΡΦΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Ορισµός

΄Εστω X µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε πυκνότητα την (4). Η κατανοµή

της τ.µ. X συµβολίζεται µε U(α, �) και καλείται οµοιόµορφη ή ορθογώνια

στο διάστηµα [α, �]. Τα σηµεία α και � είναι παράµετροι της κατανοµής.

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την οµοιόµορφη κατανοµή U(α, �).

Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίνονται από τις

µ = E(X) =
α + �

2
, σ2 = V(X) =

(� − α)2

12
. (5)
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Απόδειξη.

Η µέση τιµή της τ.µ. X , σύµφωνα µε τον ορισµό, είναι

µ = E(X) =
1

� − α

∫ �

α
xdx =

[
x

2

2(� − α)

]�
α

=
�2 − α2

2(� − α)

και επειδή (�2 − α2) = (� − α)(�+ α),

µ = E(X) =
α + �

2
.

�
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Επίσης είναι

E(X 2) =
1

� − α

∫ �

α
x

2
dx =

[
x

3

3(� − α)

]�
α

=
�3 − α3

3(� − α)

και επειδή �3 − α3 = (� − α)(�2 + α�+ α2),

E(X 2) =
α2 + α�+ �2

3
.

Η διασπορά της τ.µ. X είναι τότε

σ2 = V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
α2 + α�+ �2

3
−
α2 + 2α�+ �2

4

=
α2 − 2α�+ �2

12
=

(� − α)2

12
.
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Παράδειγµα

΄Εστω ότι ο συρµός ϕθάνει σε συγκεκριµένο σταθµό του µετρό κάθε 10

λεπτά, αρχίζοντας τα δροµολόγιά του στις 5 π.µ. Αν ένας επιβάτης

ϕθάνει στο σταθµό σε χρόνο ο οποίος κατανέµεται οµοιόµορφα στο

διάστηµα 7:20 ως 7:40, να υπολογισθούν οι πιθανότητες να περιµένει το

συρµό (α) το πολύ 4 λεπτά και (ϐ) τουλάχιστον 7 λεπτά.

΄Εστω X ο χρόνος άφιξης του επιβάτη στο σταθµό, µετρούµενος σε

λεπτά µε αρχή τη χρονική στιγµή 7:20. Τότε η τ.µ. X έχει την οµοιόµορφη

κατανοµή στο διάστηµα [0, 20] και έτσι

F(x) =


0, x < 0

x

20
, 0 ≤ x < 20

1, x ≥ 20.
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(α) Το ενδεχόµενο A ο επιβάτης να περιµένει το πολύ 4 λεπτά είναι

ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο να ϕθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:26

ως 7:30 ή στο διάστηµα 7:36 ως 7:40. Εποµένως

P(A)=P(6 < X ≤ 10)+P(16 < X ≤ 20)= {F(10)−F(6)}+{F(20)−F(16)}=
2

5
.

(ϐ) Το ενδεχόµενο B ο επιβάτης να περιµένει τουλάχιστο 7 λεπτά είναι

ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο να ϕθάσει στο σταθµό στο διάστηµα 7:20

ως 7:23 ή 7:30 ως 7:33. Εποµένως

P(B)=P(0 < X ≤ 3)+P(10 < X ≤ 13)= {F(3)−F(0)}+{F(13)−F(10)}=
3

10
.
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Ορισµός

΄Εστω X µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

f(x) =

{
θe
−θx , 0 ≤ x < ∞

0, −∞ < x < 0,
(6)

όπου 0 < θ < ∞. Η κατανοµή της τ.µ. X καλείται εκθετική µε παράµ. θ.

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (6) είναι µη αρνητική και∫ ∞
−∞

f(x)dx =

∫ ∞
0

θe
−θx

dx =
[
− e
−θx
]∞
0

= 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας.

Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. X είναι η

F(x) =

{
0, −∞ < x < 0

1 − e
−θx , 0 ≤ x < ∞.

(7)
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Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την εκθετική κατανοµή µε

συνάρτηση πυκνότητας την (6). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής

δίνονται από τις

µ = E(X) =
1

θ
, σ2 = V(X) =

1

θ2
. (8)
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Απόδειξη.

Η µέση τιµή της τ.µ. X , σύµφωνα µε τον ορισµό, δίνεται από την

µ = E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ ∞
0

θxe
−θx

dx =
1

θ

∫ ∞
0

ye
−y

dy,

όπου χρησιµοποιήθηκε ο µετασχηµατισµός y = θx . Εφαρµόζοντας την

ολοκλήρωση κατά παράγοντες, το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι∫ ∞
0

ye
−y

dy = −

∫ ∞
0

yde
−y = −

[
ye
−y
]∞
0

+

∫ ∞
0

e
−y

dy = −
[
e
−y
]∞
0

= 1

και έτσι

µ = E(X) =
1

θ
.

�
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Οµοίως

E(X 2) =

∫ ∞
−∞

x
2
f(x)dx =

∫ ∞
0

θx
2
e
−θx

dx =
1

θ2

∫ ∞
0

y
2
e
−y

dy

και επειδή∫ ∞
0

y
2
e
−y

dy = −

∫ ∞
0

y
2
de
−y = −

[
y

2
e
−y
]∞
0

+ 2

∫ ∞
0

ye
−y

dy

= −
[
y

2
e
−y + 2ye

−y + 2e
−y
]∞
0

= 2

έχουµε

E(X 2) =
2

θ2
.

Εποµένως

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
1

θ2
.
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την εκθετική κατανοµή µε

συνάρτηση πυκνότητας την (6). Τότε

P(X > x + y |X > x) = P(X > y), x ≥ 0, y ≥ 0. (9)

Απόδειξη.

P(X > x + y |X > x) =
P(X > x + y, X > x)

P(X > x)
=

P(X > x + y)

P(X > x)

=
1 − F(x + y)

1 − F(x)
=

e
−θ(x+y)

e−θx
= e

−θy

και επειδή P(X > y) = 1 − F(y) = e
−θy έπεται η (9). �
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ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗ

Παρατήρηση

Ας ϑεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson Xt , t ≥ 0, µε µέση τιµή E(Xt) = θt

και ας παραστήσουµε µε T το χρόνο αναµονής µέχρι την

πραγµατοποίηση της πρώτης επιτυχίας (εµφάνισης του ενδεχοµένου A).

Επειδή το ενδεχόµενο {T > t}, είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο

{Xt = 0}, συνάγουµε τη σχέση

P(T > t) = P(Xt = 0) = e
−θt , t ≥ 0

και από αυτή τη συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. T ,

F(t) =

{
0, −∞ < t < 0

1 − e
−θt , 0 ≤ t < ∞.

(10)
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Παράδειγµα

΄Εστω ότι η διάρκεια σε λεπτά ενός τηλεφωνήµατος, σ΄ ένα δηµόσιο

τηλεφωνικό ϑάλαµο, ακολουθεί την εκθετική κατανοµή µε µέση τιµή 10

λεπτά.

Επίσης, έστω ότι τη στιγµή που κάποιος µπαίνει στον τηλεφωνικό αυτό

ϑάλαµο για ένα τηλεφώνηµα ένας άλλος ϕθάνει εκεί και δεν συναντά

κανένα να περιµένει.

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες ο δεύτερος να περιµένει (α)

περισσότερο από 10 λεπτά (ϐ) µεταξύ 10 και 20 λεπτών.
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Αν X είναι η διάρκεια του τηλεφωνήµατος του πρώτου ατόµου, τότε

F(x) =

{
0, x < 0,
1 − e

−x/10, x ≥ 0,

και οι Ϲητούµενες πιθανότητες είναι (α)

P(X > 10) = 1 − F(10) = e
−1 = 0,3679,

και (ϐ)

P(10 < X ≤ 20) = F(20)−F(10) = e
−1−e

−2 = 0,3679−0,1353 = 0,2326.
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Ορισµός

΄Εστω X µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

f(x) =


θν

(ν − 1)!
x
ν−1

e
−θx , 0 ≤ x < ∞

0, −∞ < x < 0,
(11)

όπου ν ϑετικός ακέραιος και 0 < θ < ∞. Η κατανοµή της τ.µ. X καλείται

κατανοµή Erlang µε παραµέτρους ν και θ.
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση (11) είναι µη αρνητική και επειδή

Iν =

∫ ∞
0

x
ν−1

e
−x

dx = (ν − 1)!, ν = 1, 2, . . . , (12)

συµπεραίνουµε ότι∫ ∞
−∞

f(x)dx =
θν

(ν − 1)!

∫ ∞
0

x
ν−1

e
−θx

dx =
1

(ν − 1)!

∫ ∞
0

y
ν−1

e
−y

dy = 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πυκνότητας.
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Το ολοκλήρωµα Iν , ν = 1, 2, . . . , δύναται να υπολογισθεί

εφαρµόζοντας την ολοκλήρωση κατά παράγοντες ως εξής :

Iν+1 =

∫ ∞
0

x
ν
e
−x

dx = −

∫ ∞
0

x
ν
de
−x = −

[
x
ν
e
−x
]∞
0

+ν

∫ ∞
0

x
ν−1

e
−x

dx

και έτσι

Iν+1 = νIν, ν = 1, 2, . . . . (13)

Εφαρµόζοντας διαδοχικά την αναγωγική αυτή σχέση και επειδή

I1 =

∫ ∞
0

e
−x

dx = 1,

συνάγουµε την (12).
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση

πυκνότητας την (11). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίνονται

από τις

µ = E(X) =
ν

θ
, σ2 = V(X) =

ν

θ2
. (14)

Απόδειξη.

Η µέση τιµή της τ.µ. X δίνεται από την

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =
θν

(ν − 1)!

∫ ∞
0

x
ν
e
−θx

dfx =
1

θ(ν − 1)!

∫ ∞
0

y
ν
e
−y

dy

και χρησιµοποιώντας την (12), συνάγουµε την

µ = E(X) =
ν!

θ(ν − 1)!
=
ν

θ
.

�
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Οµοίως

E(X 2) =

∫ ∞
−∞

x
2
f(x)dx =

θν

(ν − 1)!

∫ ∞
0

x
ν+1

e
−θx

dx

=
1

θ2(ν − 1)!

∫ ∞
0

y
ν+1

e
−y

dy

και

E(X 2) =
(ν + 1)!

θ2(ν − 1)!
=

(ν + 1)ν

θ2
.

Εποµένως η διασπορά της τ.µ. X είναι

σ2 = V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
(ν + 1)ν

θ2
−
ν2

θ2
=

ν

θ2
.
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Παρατήρηση

Ας ϑεωρήσουµε µια ανέλιξη Poisson Xt , t ≥ 0, µε µέση τιµή E(Xt) = θt

και ας παραστήσουµε µε Tν το χρόνο αναµονής µέχρι την

πραγµατοποίηση της ν-οστής επιτυχίας (εµφάνισης του ενδεχ. A).

Επειδή το ενδεχόµενο {Tν > t}, είναι ισοδύναµο µε το ενδεχόµενο

{Xt < ν}, συνάγουµε τη σχέση

P(Tν > t) = P(Xt < ν) =
ν−1∑
κ=0

P(Xt = κ) =
ν−1∑
κ=0

e
−θt

(θt)κ

κ!
, t ≥ 0.

Η συνάρτηση κατανοµής της τ.µ. Tν δίνεται τότε από την

F(t) = 1 − e
−θt

ν−1∑
κ=0

(θt)κ

κ!
, t ≥ 0, (15)

µε F(t) = 0, t < 0.
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Παραγωγίζοντας αυτήν ως προς t , παίρνουµε

f(t) =
d

dt
F(t) = θe

−θt

ν−1∑
κ=0

(θt)κ

κ!
− e
−θt

ν−1∑
κ=0

θ(θt)κ−1

(κ − 1)!

και εποµένως η πυκνότητα της τ.µ. Tν είναι η

f(t) =
θν

(ν − 1)!
t
ν−1

e
−θt , 0 ≤ t < ∞.

Η κατανοµή αυτή µελετήθηκε από το ∆ανό µαθηµατικό A.K. Erlang

(1878-1929).
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ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

Παράδειγµα

΄Εστω ότι ο αριθµός των τραυµατιών σε αυτοκινητιστικά δυστυχήµατα µε

σοβαρά κατάγµατα που εισάγονται σε νοσοκοµεία των Αθηνών

ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή 8 άτοµα ανά ηµέρα.

Να υπολογισθούν

(α) η πιθανότητα όπως ο χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου

τραυµατία, µετρούµενος από την αρχή της ηµέρας, είναι τουλάχιστο 12

ώρες και

(ϐ) ο µέσος χρόνος αναµονής µέχρι την άφιξη του τρίτου τραυµατία.



ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

(α) Ο αριθµός Xt των τραυµατιών σε χρονικό διάστηµα t ωρών

ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε µέση τιµή E(Xt) = θt , όπου

θ = 8/24 = 1/3.

Ο χρόνος αναµονής T3 ακολουθεί την κατανοµή Erlang µε συνάρτηση

κατανοµής

F(t) = 1 − e
−t/3

2∑
κ=0

(t/3)κ

κ!
.

Εποµένως

P(T3 > 12) = 1 − F(12) = 1 − e
−4

2∑
κ=0

4κ

κ!

και έτσι

P(T3 > 12) = 1 − (0,0183 + 0,0733 + 0,1465) = 0,7619.



ΒΑΣΙΚΕΣ ΣΥΝΕΧΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

ΚΑΤΑΝΟΜΗ ERLANG

(ϐ) Η µέση τιµή της T3, σύµφωνα µε την πρώτη από τις (14), είναι

E(T3) =
3

θ
= 9.


