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Κατανοµή Poisson

Ορισµός

΄Εστω X µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας

f(x) = e
−λλ

x

x!
, x = 0, 1, . . . , (1)

όπου 0 < λ < ∞. Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής X καλείται

κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ.
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Κατανοµή Poisson

Σηµειώνουµε ότι

f(x) > 0, x = 0, 1, . . . , f(x) = 0, x < {0, 1, . . . , }

και χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης ez σε

δυναµοσειρά,

e
z =

∞∑
x=0

zx

x!
, (2)

συµπεραίνουµε ότι

∞∑
x=0

f(x) = e
−λ

∞∑
x=0

λx

x!
= e

−λ
e
λ = 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας.
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Κατανοµή Poisson

Η κατανοµή Poisson µελετήθηκε από το Γάλλο µαθηµατικό Simeon Denia

Poisson (1781-1840) ως προσεγγιστική κατανοµή της διωνυµικής

κατανοµής. Σχετικά ο Poisson απέδειξε το 1837 το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει τη διωνυµική κατανοµή µε

παραµέτρους ν και p.

Αν, για ν → ∞, το p → 0 έτσι ώστε νp = λ (ή γενικότερα

limν→∞ νp = λ), όπου λ > 0 σταθερά, τότε

lim
ν→∞

(
ν

x

)
p

x(1 − p)ν−x = e
−λλ

x

x!
, x = 0, 1, . . . . (3)
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Κατανοµή Poisson

Απόδειξη.

Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής, σύµφωνα µε την

υπόθεση p = λ/ν, ν = 1, 2, . . . , δύναται να γραφεί ως εξής :(
ν

x

)
p

x(1 − p)ν−x =
λx

x!
·
(ν)x

νx

(
1 −

λ

ν

)ν/(
1 −

λ

ν

)x

.

Χρησιµοποιώντας τις οριακές σχέσεις

lim
ν→∞

(ν)x

νx
= lim

ν→∞
·

(
1 −

1

ν

)
· · ·

(
1 −

x − 1

ν

)
= 1,

lim
ν→∞

(
1 −

λ

ν

)ν
= e

−λ, lim
ν→∞

(
1 −

λ

ν

)x

= 1,

συνάγουµε την (3). �
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Κατανοµή Poisson

Παρατήρηση

Η προσέγγιση (3) είναι ικανοποιητική για ν ≥ 20 και p ≤ 10/ν.

Επειδή η πιθανότητα p εµφάνισης ενός ενδεχοµένου (επιτυχίας)

υποτίθεται µικρή (ϑεωρητικά p → 0 για ν → ∞), η κατανοµή Poisson

ϑεωρείται ως κατανοµή των σπάνιων ενδεχοµένων.

Επίσης αναφέρεται και ως νόµος των µικρών αριθµών.
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Κατανοµή Poisson

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την κατανοµή Poisson µε συνάρτηση

πιθανότητας την (1). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίνονται

από τις

µ = E(X) = λ, σ2 = V(X) = λ. (4)

Απόδειξη.

Η µέση τιµή της τ.µ. X , σύµφωνα µε τον ορισµό, δίνεται από την

µ = E(X) =
∞∑

x=1

xe
−λλ

x

x!
= λe

−λ
∞∑

x=1

λx−1

(x − 1)!
,

οπότε, χρησιµοποιώντας την (2), συνάγουµε την πρώτη από τις (4). �
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Κατανοµή Poisson

Η δεύτερης τάξης παραγοντική ϱοπή της τ.µ. X δίνεται από την

µ(2) = E[(X)2] = E[X(X−1)] =
∞∑

x=2

x(x−1)e−λ
λx

x!
= λ2

e
−λ

∞∑
x=2

λx−2

(x − 2)!
,

οπότε, χρησιµοποιώντας την (2), συµπεραίνουµε ότι

µ(2) = E[(X)2] = λ2.

Εποµένως

σ2 = V(X) = E[(X)2] + E(X) − [E(X)]2 = λ2 + λ − λ2 = λ.
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Κατανοµή Poisson

Παράδειγµα

Ας υποθέσουµε ότι η παραγωγή ενός ϐιοµηχανικού προϊόντος γίνεται

κάτω από στατιστικό έλεγχο ποιότητας έτσι ώστε να πληρούνται οι

υποθέσεις του στοχαστικού προτύπου (µοντέλου) των ανεξαρτήτων

δοκιµών Bernoulli. Μια µονάδα του προϊόντος αυτού ϑεωρείται

ελαττωµατική αν δεν πληροί όλες τις καθορισµένες προδιαγραφές και

η πιθανότητα γι΄ αυτό έστω ότι είναι p = 0,01.

Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως σε ένα κιβώτιο 100 µονάδων του

προϊόντος αυτού υπάρχει µια το πολύ ελαττωµατική.

΄Εστω X ο αριθµός των ελαττωµατικών µονάδων του προϊόντος στο

κιβώτιο των 100 µονάδων. Η τυχαία αυτή µεταβλητή έχει τη διωνυµική

κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας

P(X = x) =

(
100

x

)
(0,01)x(0,99)100−x , x = 0, 1, . . . , 100.
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Κατανοµή Poisson

Επειδή το ν = 100 είναι µεγάλο και το p = 0,01 µικρό έτσι ώστε

λ = νp = 1 είναι µικρότερο του 10, η προσέγγιση αυτής από την

Poisson µε

P(X = x) = e
−1/x!, x = 0, 1, . . . ,

είναι ικανοποιητική. Συνεπώς

P(X ≤ 1) = P(X = 0) + P(X = 1) � 2e
−1 = 2 · 0,3679 = 0,7358.

Σηµειώνουµε ότι χρησιµοποιώντας τη διωνυµική συνάρτηση πιθανότητας,

παίρνουµε

P(X ≤ 1) = P(X = 0) + P(X = 1) = 0,3660 + 0,3697 = 0,7357.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Poisson

Στοχαστική ανέλιξη (διαδικασία) Poisson.

Στο στοχαστικό πρότυπο (µοντέλο) µιας ακολουθίας ανεξαρτήτων και

ισονόµων δοκιµών Bernoulli, το ενδεχόµενο επιτυχίας A = {ε} δύναται

να πραγµατοποιείται σε διακεκριµένα σηµεία (δοκιµές) της εξέλιξής

του.

Η δυνατότητα ενός ενδεχοµένου A να πραγµατοποιείται σε συνεχή

σηµεία (χρονικά ή χωρικά) της εξέλιξης ενός στοχαστικού προτύπου,

παρουσιάζει ιδιαίτερο ϑεωρητικό ενδιαϕέρον και ποικιλία εφαρµογών.

Σχετικά, ας ϑεωρήσουµε ένα στοχαστικό πρότυπο εξελισσόµενο σε

χρονικό ή χωρικό διάστηµα, στο οποίο ένα ενδεχόµενο A δύναται να

πραγµατοποιείται σε συνεχή χρονικά ή χωρικά σηµεία.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Poisson

Ας υποθέσουµε ότι οι αριθµοί πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου A

σε ξένα χρονικά ή χωρικά διαστήµατα είναι ανεξάρτητες τυχαίες

µεταβλητές και οι πιθανότητές τους εξαρτώνται µόνο από το µήκος των

αντιστοίχων διαστηµάτων.

Το στοχαστικό αυτό πρότυπο αναφέρεται ως στοχαστική ανέλιξη

(διαδικασία) µε ανεξάρτητες και οµογενείς προσαυξήσεις.

Επιπλέον υποθέτουµε ότι σε µικρά (απειροστά) χρονικά ή χωρικά

διαστήµατα πραγµατοποιείται είτε το ενδεχόµενο A µε πιθανότητα, κατά

προσέγγιση, ανάλογη του µήκους του διαστήµατος είτε το

συµπληρωµατικό ενδεχόµενο A′ µε την συµπληρωµατική πιθανότητα.

΄Εστω Xt , ο αριθµός πραγµατοποιήσεων του ενδεχοµένου A στο

διάστηµα (0, t].
Η Xt , t ≥ 0, καλείται στοχαστική ανέλιξη (διαδικασία) Poisson και η

κατανοµή της καλείται κατανοµή Poisson.
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Κατανοµή Poisson

Η συνάρτησης πιθανότητας της Xt δύναται να ϐρεθεί ως εξής :

Ας ϑεωρήσουµε µια διαµέριση του διαστήµατος (0, t] σ΄ ένα µεγάλο

αριθµό ν υποδιαστηµάτων µήκους δt = t/ν.

Σε κάθε τέτοιο διάστηµα ϑα έχουµε σύµφωνα µε τις συνθήκες του

πειράµατος είτε µια πραγµατοποίηση του A (επιτυχία) µε πιθανότητα

pν � θδt = θt/ν, θ > 0, είτε καµµιά πραγµατοποίηση του A (αποτυχία)

µε πιθανότητα qν = 1 − pν .

Η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Xt εµφανίσεων του A στα ν
υποδιαστήµατα (ανεξάρτητες δοκιµές) είναι η

P(Xt = x) �

(
ν

x

)
p

x
νq

ν−x
ν , x = 0, 1, . . . , pν �

θt

ν
.
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Κατανοµή Poisson

Επειδή για δt → 0, το ν → ∞ και limν→∞, η διωνυµική αυτή συνάρτηση

πιθανότητας στο όριο γίνεται

P(Xt = x) = e
−θt

(θt)x

x!
x = 0, 1, . . . , (θ > 0, t > 0). (5)

Χαρακτηριστικά παραδείγµατα στοχαστικών ϕαινοµένων που

ικανοποιούν τις συνθήκες του πιθανοθεωρητικού µοντέλου της

κατανοµής Poisson.

(α) Εκποµπή σωµάτια α από ϱαδιενεργό πηγή.

(ϐ) Λανθασµένες τηλεφωνικές συνδέσεις.

(γ) Τροχαίων ατυχηµάτων σε µια πόλη ή σε κάποιο τµήµα του οδικού

δικτύου.

(δ) Ο αριθµός των επιβατών µιας αεροπορικής πτήσης που δεν

εµφανίζονται την ώρα της αναχώρησης, ενώ έχουν κρατήσει ϑέσεις.

(ε) Ο αριθµός των ϐακτηριδίων σε επιφάνεια t τετραγωνιδίων µιας

πλάκας Petri.
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Κατανοµή Poisson

Παράδειγµα

Σε µια συγκεκριµένη αεροπορική πτήση που εξυπηρετείται από

αεροπλάνο 80 ϑέσεων έχει παρατηρηθεί ότι 4 επιβάτες κατά µέσο όρο

δεν εµφανίζονται κατά την αναχώρηση.

Ποιά είναι η πιθανότητα άτοµο που ϐρίσκεται

(α) στη δεύτερη ϑέση και

(ϐ) στην πέµπτη ϑέση του καταλόγου αναµονής να ταξιδεύσει ;

Ο αριθµός X των επιβατών που δεν εµφανίζονται κατά την αναχώρηση

ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε συνάρτηση πιθανότητας

P(X = x) = e
−4 4x

x!
, x = 0, 1, . . . .
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Κατανοµή Poisson

Εποµένως, έχουµε για την περίπτωση (α)

P(X ≥ 2) = 1 − P(X = 0) − P(X = 1) = 1 − 0,0183 − 0,0733 = 0,9084,

που σηµαίνει ότι είναι σχεδόν ϐέβαιο ότι το άτοµο ϑα ταξιδέψει.

Για την περίπτωση (ϐ) παίρνουµε

P(X ≥ 5) = 1 −

4∑
x=0

P(X = x) = 1 −

4∑
x=0

e
−4 4x

x!

= 1 − 0,0183 − 0,0733 − 0,1465 − 0,1954 − 0,1954 = 0,3711,

που σηµαίνει ότι υπάρχει αρκετά µεγάλη πιθανότητα το άτοµο να

ταξιδέψει.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Poisson

Παράδειγµα

΄Εχει παρατηρηθεί ότι 3 άτοµα το µήνα κατά µέσο όρο πεθαίνουν στην

Αθήνα από µια σπάνια ασθένεια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες :

(α) να υπάρξουν το πολύ 2 ϑάνατοι από την ασθένεια αυτή σε ένα µήνα,

(ϐ) να υπάρξουν το πολύ 4 ϑάνατοι από την ασθένεια αυτή σε χρονικό

διάστηµα 2 µηνών,

(γ) να υπάρξουν 2 τουλάχιστο µήνες µε 2 το πολύ ϑανάτους στο

επόµενο τρίµηνο.

Ο αριθµός Xt των ϑανάτων από την ασθένεια αυτή σε διάστηµα t

µηνών ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε

P(Xt = x) = e
−3t

(3t)x

x!
, x = 0, 1, . . . , .
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Κατανοµή Poisson

Εποµένως, για το (α) έχουµε

P(X1 ≤ 2) =
2∑

x=0

e
−3 3x

x!
= 0,0498 + 0,1494 + 0,2240 = 0,4232

και (ϐ)

P(X2 ≤ 4) =
4∑

x=0

e
−6 6x

x!

= 0,0025 + 0,0149 + 0,0446 + 0,0892 + 0,1339 = 0,2851.
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Κατανοµή Poisson

Ο αριθµός Y των µηνών µε 2 το πολύ ϑανάτους ακολουθεί τη διωνυµική

κατανοµή µε ν = 3 και p = 0,4232, οπότε

P(Y = y) =

(
3

y

)
(0,4232)y(0,5768)3−y , y = 0, 1, 2, 3

και έτσι (γ)

P(Y ≥ 2) =

(
3

2

)
(0,4232)2(0,5768) +

(
3

3

)
(0,4232)3 = 0,3857.
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Ασκήσεις

3.1. ΄Εστω ότι δύο διακεκριµένοι κύβοι ϱίχνονται 12 ϕορές.

Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού X των ϱίψεων

στις οποίες ο αριθµός του πρώτου κύβου υπερβαίνει τον αριθµό του

δευτέρου κύβου.

Χαρακτηρίζοντας ως επιτυχία το ενδεχόµενο A ο αριθµός του πρώτου

κύβου να υπερβαίνει τον αριθµό του δευτέρου κύβου, η ϱίψη των κύβων

αποτελεί δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας

p = P(A) =
15

36
, q = P(A′) =

21

36
.

Εποµένως

f(x) = P(X = x) =

(
12

x

)(
15

36

)x(
21

36

)12−x

, x = 0, 1, . . . , 12.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Ασκήσεις

3.2. ΄Εστω ότι σε 10 ϱίψεις ενός µη αµερόληπτου νοµίσµατος η

πιθανότητα να εµφανισθεί 5 ϕορές κεφαλή είναι διπλάσια της

πιθανότητας να εµφανισθεί 4 ϕορές κεφαλή.

Να υπολογισθεί η πιθανότητα σε 5 ϱίψεις του νοµίσµατος να

εµφανισθεί µια τουλάχιστο ϕορά κεφαλή.
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Ασκήσεις

P(Xν = x) =

(
ν

x

)
p

x(1 − p)ν−x , x = 0, 1, . . . , ν,(
10

5

)
p

5(1 − p)5 = 2

(
10

4

)
p

4(1 − p)6,(
10

5

)
=

6

5

(
10

4

)
6p = 5 · 2(1 − p), 3p + 5p = 5, p = 5/8.

P(X5 ≥ 1) = 1 − P(X5 = 0) = 1 −

(
5

0

)
(5/8)0(3/8)5 = 1 − (3/8)5.
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Ασκήσεις

3.3. Ας ϑεωρήσουµε έναν ανελκυστήρα πενταόροφου συγκροτήµατος

γραφείων, ο οποίος ξεκινά από το ισόγειο µε 10 άτοµα, και έστω X ο

αριθµός των ατόµων που αποβιβάζονται στον πέµπτο όροφο. Να

υπολογισθούν

(α) η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X ,

(ϐ) η πιθανότητα αποβίβασης το πολύ δύο ατόµων στον πέµπτο όροφο

και

(γ) ο µέσος αριθµός των ατόµων που αποβιβάζονται στον πέµπτο

όροφο.
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Ασκήσεις

(α) Κάθε αποβίβαση ατόµου αποτελεί µια δοκιµή Bernoulli µε επιτυχία το

ενδεχόµενο αποβίβασης ατόµου στον πέµπτο όροφο. Εποµένως

P(X = x) =

(
10

x

)
(1/5)x(4/5)10−x , x = 0, 1, . . . , 10,

(ϐ)

P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)

=

(
10

0

)
(1/5)0(4/5)10 +

(
10

1

)
(1/5)(4/5)9 +

(
10

2

)
(1/5)2(4/5)8

και (γ)

E(X) = νp = 10 ·
1

5
= 2.
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3.5 ΄Εστω ότι η πιθανότητα επιτυχούς ϐολής κατά στόχου είναι p = 0,3.

Να υπολογισθεί ο αριθµός ν των ϐολών που απαιτούνται έτσι ώστε η

πιθανότητα να κτυπηθεί ο στόχος τουλάχιστο µια ϕορά να είναι

µεγαλύτερη ή ίση του 0,9.

Κάθε ϐολή κατά του στόχου αποτελεί µια δοκιµή Bernoulli µε επιτυχία το

ενδεχόµενο να κτυπηθεί ο στόχος. Ο αριθµός X των επιτυχών ϐολών

κατά του στόχου σε ν ϐολές ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή:

P(Xν = x) =

(
ν

x

)
(0,3)x(0,7)ν−x , x = 0, 1, . . . , ν,

P(Xν ≥ 1) = 1 − P(Xν = 0) = 1 − (0,7)ν, P(Xν ≥ 1) ≥ 0,9

1 − (0,7)ν ≥ 0,9, (0,7)ν ≤ 0,1, ν ≥ 7.
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3.10. Από τους 125 εργαζόµενους σε µια επιχείρηση 50 είναι γυναίκες.

΄Εστω ότι για κάποια συγκεκριµένη εργασία επιλέγονται τυχαία 5

εργαζόµενοι.

Να υπολογισθεί η πιθανότητα όπως µεταξύ των 5 οι 2 είναι γυναίκες,

χρησιµοποιώντας

(α) την ακριβή κατανοµή του αριθµού X των γυναικών µεταξύ των 5 και

(ϐ) κατάλληλη προσέγγιση της κατανοµής αυτής.
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(α)

f(x) = P(X = x) =

(
50

x

)(
75

5−x

)(
125

5

) , x = 0, 1, . . . , 5

P(X = 2) =

(
50

2

)(
75

3

)(
125

5

) = 0,3527.

(ϐ) ∆ιωνυµική προσέγγιση της υπεργεωµετρικής µε ν = 5,

p = 50/25 = 2/5

f(x) = P(X = x) �

(
5

x

)
(2/5)x(3/5)5−x , x = 0, 1, . . . , 5,

P(X = 2) �

(
5

2

)
(2/5)2(3/5)3 = 0,3456.
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3.15. Μια ασφαλιστική εταιρεία έχει διαπιστώσει ότι 0,1% του

πληθυσµού εµπλέκεται σε ένα τουλάχιστο δυστύχηµα το χρόνο.

Αν η εταιρεία αυτή έχει ασφαλίσει 5000 άτοµα να υπολογισθούν οι

πιθανότητες να εµπλακούν σε δυστύχηµα

(α) το πολύ 3 πελάτες της τον επόµενο χρόνο

(ϐ) το πολύ 2 σε κάθε ένα από τα επόµενα δύο χρόνια και

(γ) το πολύ 4 στα επόµενα δύο χρόνια.
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Ο αριθµός X των πελατών που εµπλέκονται σε ένα τουλάχιστο

δυστύχηµα το χρόνο ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε ν = 5000 και

p = 1/1000. Η κατανοµή αυτή προσεγγίζεται από την κατανοµή Poisson

µε θ = νp = 5 και έτσι (α)

fX (x) = e
−5 5x

x!
, x = 0, 1, . . . , P(X ≤ 3) =

3∑
x=0

e
−5 5x

x!
= 0,2650.

(ϐ)

[P(X ≤ 2)]2 =

[ 2∑
x=0

e
−5 5x

x!

]2

= 0,0155

(γ) Ο αριθµός Y των πελατών που εµπλέκονται σε ένα τουλάχιστο

δυστύχηµα σε µια διετία ακολουθεί την κατανοµή Poisson µε

λ = 2θ = 10 και έτσι

fY (y) = e
−10 10y

y!
, y = 0, 1, . . . , P(Y ≤ 4) =

3∑
y=0

e
−10 10y

y!
= 0,0293.
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3.16. ΄Εστω ότι ο αριθµός των ϑανάτων σε νοσοκοµείο των Αθηνών σε

ένα µήνα ακολουθεί την κατανοµή Poisson.

Αν η πιθανότητα να συµβεί το πολύ ένας ϑάνατος είναι τετραπλάσια της

πιθανότητας να συµβούν δύο ακριβώς ϑάνατοι σε ένα µήνα να

υπολογισθούν οι πιθανότητες

(α) να µη συµβεί ϑάνατος σε ένα µήνα και

(ϐ) να συµβούν το πολύ δύο ϑάνατοι σε δύο µήνες.
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(α) Ο αριθµός X1 των ϑανάτων σ΄ ένα µήνα ακολουθεί την κατανοµή

Poisson µε

fX1
(x) = P(X1 = x) = e

−θθ
x

x!
, x = 0, 1, . . . , 0 < θ < ∞.

Η συνθήκη P(X1 ≤ 1) = 4P(X1 = 2) συνεπάγεται τη σχέση

1 + θ = 2θ2, 0 < θ < ∞,

και έτσι θ = 1. Εποµένως

fX1
(x) = P(X1 = x) = e

−1 1

x!
, x = 0, 1, . . . , P(X1 = 0) = e

−1 = 0,9048.
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(ϐ) Ο αριθµός X2 των ϑανάτων σ΄ ένα δίµηνο ακολουθεί την κατανοµή

Poisson µε

fX2
(x) = P(X2 = x) = e

−2 2x

x!
, x = 0, 1, . . . , 0 < θ < ∞.

και έτσι

P(X2 ≤ 2) =
2∑

x=0

e
−2 2x

x!
= 0,6767.


