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ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Γεωµετρική κατανοµή

Ορισµός

΄Εστω X ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την πρώτη επιτυχία σε µια

ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p,

σταθερή σε όλες τις δοκιµές.

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής X καλείται γεωµετρική µε

παράµετρο p.
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Γεωµετρική κατανοµή

Θεώρηµα

Η συνάρτηση πιθανότητας της γεωµετρικής κατανοµής µε παράµετρο p

δίνεται από την

f(x) = P(X = x) = pq
x−1, x = 1, 2, . . . (1)

και η συνάρτηση κατανοµής από την

F(x) =

{
0, −∞ < x < 1

1 − q[x], 1 ≤ x < ∞,
(2)

όπου [x] παριστάνει το ακέραιο µέρος του x .
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Γεωµετρική κατανοµή

Απόδειξη.

Το ενδεχόµενο {X = x}, η πρώτη επιτυχία να πραγµατοποιηθεί στη

x-οστή δοκιµή, περιλαµβάνει ένα µόνο δειγµατικό σηµείο (στοιχειώδες

ενδεχόµενο) και συγκεκριµένα το

{(α, α, . . . , α, ε)},

όπου στις x − 1 πρώτες ϑέσεις (δοκιµές) έχει αποτυχία και στη x-οστή

ϑέση (δοκιµή) έχει επιτυχία.

Χρησιµοποιώντας ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες τούτο έχει πιθανότητα

q
x−1

p.

Εποµένως η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X είναι η

f(x) = P(X = x) = pq
x−1, x = 1, 2, . . . .

�
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Γεωµετρική κατανοµή

Σηµειώνουµε ότι

f(x) > 0, x = 1, 2, . . . , f(x) = 0, x < {1, 2, . . .}

και σύµφωνα µε τον τύπο του αθροίσµατος των απείρων όρων

γεωµετρικής προόδου (σειράς),

∞∑
x=1

f(x) = p

∞∑
x=1

q
x−1 = p(1 − q)−1 = 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας.

Η συνάρτηση κατανοµής δίνεται από την F(x) = 0, −∞ < x < 1, και την

F(x) =
∑
κ≤x

f(κ) = p

[x]∑
κ=0

q
κ−1, 1 ≤ x < ∞,

η οποία, χρησιµοποιώντας τον τύπο του αθροίσµατος πεπερασµένου

αριθµού όρων γεωµετρικής προόδου, συνεπάγεται την (2).
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Γεωµετρική κατανοµή

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε

συνάρτηση πιθανότητας την (1).

Τότε η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δίνονται από τις

µ = E(X) =
1

p
, σ2 = V(X) =

q

p2
. (3)
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Γεωµετρική κατανοµή

Απόδειξη.

Η µέση τιµή και η δεύτερης τάξης παραγοντική ϱοπή της γεωµετρικής

κατανοµής δίνονται από τις

µ = E(X) =
∞∑

x=1

xpq
x−1 = p

∞∑
x=1

xq
x−1

και

µ(2) = E[(X)2] = E[X(X − 1)] = pq

∞∑
x=2

x(x − 1)qx−2.

Παρατηρούµε ότι, παραγωγίζοντας διαδοχικά ως προς q τη γεωµετρική

σειρά
∞∑

x=0

q
x = (1 − q)−1,

�
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Γεωµετρική κατανοµή

συνάγουµε τις σχέσεις

∞∑
x=1

xq
x−1 = (1 − q)−2,

∞∑
x=2

x(x − 1)qx−2 = 2(1 − q)−3.

Εποµένως

µ = E(X) = p

∞∑
x=1

xq
x−1 =

p

(1 − q)2
=

1

p
,

και

µ(2) = E[(X)2] = pq

∞∑
x=2

x(x − 1)qx−2 =
2pq

(1 − q)3
=

2q

p2
,

οπότε

σ2 = V(X) = E[(X)2] + E(X) − [E(X)]2 =
2q

p
+

1

p
−

1

p2
=

q

p2
.
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Γεωµετρική κατανοµή

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί τη γεωµετρική κατανοµή µε

συνάρτηση πιθανότητας την (1). Τότε

P(X > κ + r |X > κ) = P(X > r), κ, r = 0, 1, . . . . (4)
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Γεωµετρική κατανοµή

Απόδειξη.

Η δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου {ω : X(ω) > κ + r}

δεδοµένου του ενδεχοµένου {ω : X(ω) > κ}, χρησιµοποιώντας την (2)

και το ότι {ω : X(ω) > κ + r} ⊆ {ω : X(ω) > κ}, είναι ίση µε

P(X > κ + r |X > κ) =
P(X > κ + r, X > κ)

P(X > κ)
=

P(X > κ + r)

P(X > κ)

=
1 − F(κ + r)

1 − F(κ)
=

qκ+r

qκ
= q

r

και επειδή

P(X > r) = 1 − F(r) = q
r

συµπεραίνουµε την (4). �
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Γεωµετρική κατανοµή

Σηµειώνουµε ότι η ιδιότητα αυτή σηµαίνει έλλειψη µνήµης της

γεωµετρικής κατανοµής µε την ακόλουθη έννοια :

Η πιθανότητα να απαιτηθούν επιπρόσθετα περισσότερες από r δοκιµές

µέχρι την πρώτη επιτυχία δεδοµένου ότι δεν έχει πραγµατοποιηθεί

επιτυχία στις κ πρώτες δοκιµές είναι η ίδια µε την (µη δεσµευµένη)

πιθανότητα να απαιτηθούν περισσότερες από r δοκιµές µέχρι την

πρώτη επιτυχία.

Εποµένως η πληροφορία µη επίτευξης του στόχου (επιτυχία) ξεχνιέται

και η προσπάθεια συνεχίζεται όπως όταν πρωταρχίζει.
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Γεωµετρική κατανοµή

Παρατήρηση

Η συνάρτηση πιθανότητας του αριθµού Y των αποτυχιών µέχρι την

πρώτη επιτυχία υπολογίζεται µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης Y = X − 1

και της (1) ως εξής :

fY (y) = P(Y = y) = P(X = y + 1) = pq
y , y = 0, 1, . . . . (5)

Η κατανοµή της τ.µ. Y καλείται επίσης γεωµετρική µε παράµετρο p.

Η µέση τιµή και η διασπορά αυτής προκύπτουν από τις (3):

E(Y ) = E(X) − 1 =
q

p
, V(Y ) = V(X) =

q

p2
. (6)
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Γεωµετρική κατανοµή

Παράδειγµα

Το κόστος εκτέλεσης για πρώτη ϕορά ενός συγκεκριµένου πειράµατος

είναι 100 Ευρώ.

Αν το πείραµα αποτύχει, για ορισµένες µεταβολές που πρέπει να

γίνουν πριν από την επόµενη εκτέλεσή του απαιτείται ένα πρόσθετο

ποσόν 20 Ευρώ.

Υποθέτουµε ότι οι δοκιµές είναι ανεξάρτητες µε πιθανότητα επιτυχίας

p = 4/5 και ότι συνεχίζονται µέχρι την πρώτη επιτυχία.

Να υπολογισθούν (α) η πιθανότητα να απαιτηθούν 4 το πολύ δοκιµές

µέχρι την πρώτη επιτυχία και (ϐ) το αναµενόµενο κόστος µέχρι την

πρώτη επιτυχία.
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Γεωµετρική κατανοµή

(α) Ο αριθµός X των δοκιµών µέχρι την πρώτη επιτυχία ακολουθεί τη

γεωµετρική κατανοµή µε συνάρτηση πιθανότητας

f(x) = P(X = x) =
4

5

(
1

5

)x−1

, x = 1, 2, . . .

και συνάρτηση κατανοµής

F(x) =


0, −∞ < x < 1

1 −

(
1

5

)[x]
, 1 ≤ x < ∞.

Εποµένως

P(X ≤ 4) = F(4) = 1 −

(
1

5

)4

= 0,9984.
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Γεωµετρική κατανοµή

(ϐ) Αν K είναι το κόστος µέχρι την πρώτη επιτυχία τότε

K = 100X + 20(X − 1) = 120X − 20

και

E(K ) = 120E(X) − 20.

Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής X είναι ίση µε

E(X) =
1

p
=

5

4

και συνεπώς

E(K ) = 130.
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Κατανοµή Pascal

Ορισµός

΄Εστω X ο αριθµός των δοκιµών µέχρι την r-οστή επιτυχία σε µια

ακολουθία ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p,

σταθερή σε όλες τις δοκιµές.

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής X καλείται κατανοµή Pascal µε

παραµέτρους r και p.
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Κατανοµή Pascal

Θεώρηµα

Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Pascal µε παραµέτρους r και

p δίνεται από την

f(x) = P(X = x) =

(
x − 1

r − 1

)
p

r
q

x−r , x = r, r + 1, . . . . (7)

Απόδειξη.

Το ενδεχόµενο {X = x} περιλαµβάνει τα δειγµατικά σηµεία (στοιχειώδη

ενδεχόµενα) (ω1, ω2, . . . , ωx−1, ε), µε r − 1 επιτυχίες στις x − 1 πρώτες

δοκιµές και επιτυχία στη x-οστή δοκιµή, τα οποία είναι πλήθους
(
x−1

r−1

)
,

όσα και ο αριθµός των επιλογών των r − 1 ϑέσεων για τις επιτυχίες από

τις x − 1 δυνατές ϑέσεις.

Επιπλέον κάθε τέτοιο δειγµατικό σηµείο έχει πιθανότητα prqx−r . �
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Κατανοµή Pascal

Εποµένως

f(x) = P(X = x) =

(
x − 1

r − 1

)
p

r
q

x−r , x = r, r + 1, . . . , .

Σηµειώνουµε ότι

f(x) > 0, x = r, r + 1, . . . , f(x) = 0, x < {r, r + 1, . . .}

και χρησιµοποιώντας το αρνητικό διωνυµικό ανάπτυγµα,

∞∑
x=0

(
r + x − 1

x

)
t
x = (1 − t)−r , −1 < t < 1, (8)

συνάγουµε τη σχέση

∞∑
x=r

f(x) =
∞∑

x=r

(
x − 1

r − 1

)
p

r
q

x−r = p
r

∞∑
y=0

(
r + y − 1

y

)
q

y = p
r(1−q)−r = 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας.
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Κατανοµή Pascal

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την κατανοµή Pascal µε

συνάρτηση πιθανότητας την (7).

Τότε η µέση τιµή και η διασποϱά αυτής δίνονται από τις

µ = E(X) =
r

p
, σ2 = V(X) =

rq

p2
. (9)
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Κατανοµή Pascal

Απόδειξη.

Η µέση τιµή της τ.µ. X δίνεται από την

µ = E(X) =
∞∑

x=r

x

(
x − 1

r − 1

)
p

r
q

x−r ,

οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση

x

(
x − 1

r − 1

)
= x

(x − 1)!

(r − 1)!(x − r)!
= r

x!

r!(x − r)!
= r

(
x

x − r

)
και την (8), συνάγουµε την έκφραση

E(X) = rp
r

∞∑
x=r

(
x

x − r

)
q

x−r = rp
r

∞∑
y=0

(
r + y

y

)
q

y = rp
r(1 − q)−r−1 =

r

p
.

�
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Κατανοµή Pascal

Η δεύτερης τάξης ανοδική παραγοντική ϱοπή της τ.µ. X δίνεται από την

µ[2] = E[X(X + 1)] =
∞∑

x=r

x(x + 1)

(
x − 1

r − 1

)
p

r
q

x−r ,

οπότε, χρησιµοποιώντας τη σχέση

x(x + 1)

(
x − 1

r − 1

)
= x(x + 1)

(x − 1)!

(r − 1)!(x − r)!

= r(r + 1)
(x + 1)!

(r + 1)!(x − r)!
= r(r + 1)

(
x + 1

x − r

)
και την (8), συνάγουµε την έκφραση

E[X(X + 1)] = r(r + 1)pr

∞∑
x=r

(
x + 1

x − r

)
q

x−r = r(r + 1)pr

∞∑
y=0

(
r + y + 1

y

)
q

y

= r(r + 1)pr(1 − q)−r−2 = r(r + 1)p−2.
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Κατανοµή Pascal

Εποµένως, η διασπορά της τ.µ. X είναι

σ2 = V(X) = E[X(X +1)]− E(X)− [E(X)]2 =
r(r + 1)

p2
−

r

p
−

r2

p2
=

rq

p2
.
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Κατανοµή Pascal

Παρατήρηση

Αρνητική διωνυµική κατανοµή. Ας ϑεωρήσουµε τον αριθµό Y των

αποτυχιών µέχρι τη r-οστή επιτυχία σε µια ακολουθία ανεξαρτήτων

δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p. Η συνάρτηση πιθανότητας

της τυχαίας αυτής µεταβλητής δύναται να υπολογισθεί είτε απευθείας

είτε µε τη χρησιµοποίηση της σχέσης Y = X − r και της συνάρτησης

πιθανότητας (7) της X . ΄Εχουµε

fY (y) = P(Y = y) = P(X = r + y) =

(
r + y − 1

y

)
p

r
q

y , y = 0, 1, . . . . (10)

Η κατανοµή της τ.µ. Y καλείται αρνητική διωνυµική µε παραµέτρους r και

p. Η µέση τιµή και η διασπορά αυτής δύνανται να προκύψουν από τις

(9) ως εξής :

E(Y ) = E(X) − r =
r

p
− r =

rq

p
, V(Y ) = V(X) =

rq

p2
. (11)
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Κατανοµή Pascal

Παράδειγµα

Μια γυναίκα εξακολουθεί να τεκνοποιεί µέχρι να αποκτήσει δύο αγόρια.

΄Εστω ότι η πιθανότητα γέννησης αγοριού είναι p = 0,49.

Να υπολογισθούν

(α) η πιθανότητα όπως η γυναίκα αυτή αποκτήσει το πολύ 4 παιδιά µέχρι

να πετύχει το σκοπό της και

(ϐ) ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου

αγοριού.
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Κατανοµή Pascal

(α) ΄Εστω X ο αριθµός των παιδιών µέχρι και τη γέννηση του δεύτερου

αγοριού. Τότε η τ.µ. X έχει την κατανοµή Pascal µε παραµέτρους r = 2,

p = 0,49 και έτσι

P(X ≤ 4) =
4∑

κ=2

(κ − 1)(0,49)2(0,51)κ−2

= (0,49)2{1 + 2(0,51) + 3(0,51)2} = 0,67.

(ϐ) Ο αναµενόµενος αριθµός παιδιών µέχρι τη γέννηση του δεύτερου

αγοριού, σύµφωνα µε την πρώτη από τις (9), είναι

µ = E(X) =
2

0,49
= 4,08.
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Υπεργεωµετρική κατανοµή

Ας ϑεωρήσουµε έναν πεπερασµένο πληθυσµό του οποίου τα στοιχεία,

σύµφωνα µε κάποιο χαρακτηριστικό, κατατάσσονται σε δύο κατηγορίες.

΄Εστω ότι ένα δείγµα συγκεκριµένου µεγέθους εκλέγεται από τον

πληθυσµό αυτό, χωρίς επανάθεση.

Ο αριθµός των στοιχείων της µιας ή της άλλης κατηγορίας που

περιλαµβάνονται στο δείγµα αποτελεί αντικείµενο πιθανοθεωρητικής

µελέτης. Σχετικά ϑέτουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός

΄Εστω ότι από µια κάλπη που περιέχει r άσπρα και s µαύρα σφαιρίδια

εξάγονται διαδοχικά το ένα µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση, ν
σφαιρίδια.

Στο τυχαίο (στοχαστικό) αυτό πείραµα έστω X ο αριθµός των άσπρων

σφαιριδίων τα οποία εξάγονται. Η κατανοµή της τ.µ. X καλείται

υπεργεωµετρική µε παραµέτρους r, s και ν.
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Υπεργεωµετρική κατανοµή

Θεώρηµα

Η συνάρτηση πιθανότητας της υπεργεωµετρικής κατανοµής µε

παράµετρους r, s και ν δίνεται από την

f(x) = P(X = x) =

(
r

x

)(
s

ν − x

)/(
r + s

ν

)
, x = 0, 1, . . . , ν. (12)

Απόδειξη.

Ο δειγµατικός χώρος Ω περιλαµβάνει N(Ω) =
(
r+s

ν

)
δειγµατικά σηµεία,

όσα και ο αριθµός των ν-άδων σφαιριδίων που δύνανται να εξαχθούν.

Τα δειγµατικά αυτά σηµεία είναι ισοπίθανα.

Το ενδεχόµενο {X = x} περιλαµβάνει
(

r

x

)(
s

ν−x

)
ν-άδες σφαιριδίων µε x

άσπρα από τα r και ν − x µαύρα από τα s. �
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Υπεργεωµετρική κατανοµή

Σηµειώνουµε ότι

f(x) ≥ 0, x = 0, 1, . . . , ν, f(x) = 0, x < {0, 1, . . . , ν}

και σύµφωνα µε τον τύπο του Cauchy,

ν∑
x=0

(
r

x

)(
s

ν − x

)
=

(
r + s

ν

)
, (13)

ισχύει
ν∑

x=0

f(x) =
ν∑

x=0

(
r

x

)(
s

ν − x

)/(
r + s

ν

)
= 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας.
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Υπεργεωµετρική κατανοµή

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί την υπεργεωµετρική κατανοµή

µε συνάρτηση πιθανότητας την (9). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά

αυτής δίνονται από τις

µ = E(X) =
νr

r + s
, σ2 = V(X) =

νr

r + s
·

s

r + s
·

r + s − ν

r + s − 1
. (14)
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Υπεργεωµετρική κατανοµή

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την υπεργεωµετρική συνάρτηση

πιθανότητας (12) µε N = r + s.

Αν N, r, s → ∞ έτσι ώστε limN→∞(r/N) = p, τότε

lim
N→∞

(
r

x

)(
s

ν − x

)/(
N

ν

)
=

(
ν

x

)
p

x(1 − p)ν−x , x = 0, 1, . . . , ν. (15)


