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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2.16. ΄Εστω ότι το ετήσιο εισόδηµα X ενός µισθωτού µπορεί να

ϑεωρηθεί ως µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

fX (x) =
4 · 104

x5
, 10 ≤ x < ∞,

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής FX (x), −∞ < x < ∞ και

(ϐ) το µέσο εισόδηµα E(X) και η διασπορά του εισοδήµατος V(X).



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(α)

FX (x) =

∫
x

−∞

fX (t)dt =

∫
x

10

4 · 104

t5
dt = −

[
104

t4

]x

10

= 1−
104

x4
, 10 ≤ x < ∞,

FX (x) = 0, −∞ < x < 10.

(ϐ)

E(X) =

∫ ∞

−∞

xfX (x)dx =

∫ ∞

10

4 · 104

x4
dx = −

[
4 · 104

3x3

]∞
10

=
40

3
,

E(X 2) =

∫ ∞

−∞

x
2
fX (x)dx =

∫ ∞

10

4 · 104

x3
dx = −

[
4 · 104

2x2

]∞
10

= 200,

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 = 200 −

(
40

3

)2

=
1800 − 1600

9
=

200

9
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2.20. Η ϑερµοκρασία X απόσταξης πετρελαίου καθορίζει την ποιότητα

του τελικού προϊόντος. ΄Εστω ότι η X είναι µία συνεχής οµοιόµορφη

τυχαία µεταϐλητή στο διάστηµα [160, 280] και ότι η παραγωγή ενός

λίτρου κοστίζει r ευρώ. Αν X ≤ 200 το προϊόν καλείται νάφθα και

πωλείται προς r + κ ευρώ το λίτρο, ενώ αν X > 200 καλείται απόσταγµα

πετρελαίου και πωλείται προς r + ν ευρώ το λίτρο. Να υπολογισθεί το

µέσο κέρδος και η διασπορά του κέρδους ανά λίτρο.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Το κέρδος ανά λίτρο είναι µια τ.µ. Y η οποία συνδέεται µε τη X µε τη

σχέση

Y =

{
κ, X ≤ 200,
ν, X > 200.

και επειδή

P(X ≤ 200) =

∫
200

−∞

fX (x)dx =
1

120

∫
200

160

dx =

[
x

120

]200

160

=
1

3

η συνάρτηση πιθανότητας της είναι η

fY (κ) =
1

3
, fY (ν) =

2

3
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Εποµένως

E(Y ) = κ ·
1

3
+ ν ·

2

3
=
κ + 2ν

3

E(Y 2) = κ2 ·
1

3
+ ν2 ·

2

3
=
κ2 + 2ν2

3

V(Y ) = E(Y 2) − [E(Y )]2 =
κ2 + 2ν2

3
−

(
κ + 2ν

3

)2

=
2(ν − κ)2

9



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Θέµα 1. ΄Εστω ότι από µια κληρωτίδα που περιέχει 10 σφαιρίδια,

ϕέροντα τους αριθµούς 1, 2, . . . , 10, εξάγονται διαδοχικά το ένα µετά

το άλλο, µε επανάθεση, 5 σφαιρίδια. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες

(ορίζοντας κατάλληλα ενδεχόµενα)

(α) εξαγωγής του αριθµού 1 δύο τουλάχιστο ϕορές,

(ϐ) εξαγωγής των αριθµών 1, 2 και 3 µια τουλάχιστο ϕορά τον καθένα

(γ) ο µεγαλύτερος αριθµός που εξάγεται να είναι το 4.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(α) ΄Εστω B2 ενδεχόµενο εξαγωγής του αριθµού 1 δύο τουλάχιστο

ϕορές και Aκ ενδεχόµενο εξαγωγής του αριθµού 1 κ ακριβώς ϕορές,

για κ = 0, 1. Τότε η Ϲητούµενη πιθανότητα δίνεται από την

P(B2) = 1 − P(A0) − P(A1) = 1 −
95

105
−

5 · 94

105
.

(ϐ) ΄Εστω Aκ το ενδεχόµενο να µη εξαχθεί ο αριθµός κ, για κ = 1, 2, 3.

Τότε η Ϲητούµενη πιθανότητα δίνεται από την

P(A′1A
′
2A
′
3) = 1 − {P(A1) + P(A2) + P(A3)}

+ {P(A1A2) + P(A1A3) + P(A2A3)} − P(A1A2A3)

=1 − 3
95

105
+ 3

85

105
−

75

105
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(γ) ΄Εστω Aκ το ενδεχόµενο ο µεγαλύτερος αριθµός που εξάγεται να

είναι µικρότερος ή ίσος του κ, για κ = 3, 4.

Τότε A4 − A3 το ενδεχόµενο ο µεγαλύτερος αριθµός που εξάγεται να

είναι ίσος µε 4, µε A3 ⊂ A4, και έτσι η Ϲητούµενη πιθανότητα δίνεται από

την

P(A4 − A3) = P(A4) − P(A3) =
45

105
−

35

105
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Θέµα 2. Οι ηλεκτρικοί λαµπτήρες που κατασκευάζει συγκεκριµένη

εταιρεία προωϑούνται στην αγορά συσκευασµένοι σε χαρτοκιβώτια των

30 λαµπτήρων.

Ας υποθέσουµε ότι από ένα χαρτοκιβώτιο που περιέχει 2

ελαττωµατικούς λαµπτήρες εξάγονται διαδοχικά ο ένας µετά τον άλλο,

χωρίς επανάθεση, 3 λαµπτήρες.

΄Εστω Aν το ενδεχόµενο εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπτήρα στη ν-οστή

εξαγωγή, για ν = 1, 2, 3.

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες

(α) P(A1|A2),

(ϐ) P(A3).

(γ) Αν P(A) = 1/2, P(B) = 3/4 και P(AB′) = 1/8, να εξετασθεί κατά

πόσον τα ενδεχόµενα A και B είναι ανεξάρτητα.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(α) Σύµφωνα τον τύπο του Bayes η Ϲητούµενη πιθανότητα δίνεται από την

P(A1|A2) =
P(A1)P(A2|A1)

P(A1)P(A2|A1) + P(A′
1
)P(A2|A

′
1
)

=
2

30

1

29

2

30

1

29
+ 28

30

2

29

=
1

29



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(ϐ) Σύµφωνα µε τον τύπο της ολικής πιθανότητας και στη συνέχεια τον

πολλαπλασιαστικό τύπο, η Ϲητούµενη πιθανότητα δίνεται από την

P(A3) = P(A1A2)P(A3|A1A2) + P(A1A
′
2)P(A3|A1A

′
2)

+ P(A′1A2)P(A3|A
′
1A2) + P(A′1A

′
2)P(A3|A

′
1A
′
2)

= P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1A2) + P(A1)P(A′2|A1)P(A3|A1A
′
2)

+ P(A′1)P(A2|A
′
1)P(A3|A

′
1A2) + P(A′1)P(A′2|A

′
1)P(A3|A

′
1A
′
2)

=
2

30
·

1

29
·

0

28
+

2

30
·

28

29
·

1

28
+

28

30
·

2

29
·

1

28
+

28

30
·

27

29
·

2

28
=

2

30
.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

(γ) Χρησιµοποιώντας τον τύπο

P(AB
′) = P(A − B) = P(A) − P(AB),

παίρνουµε

P(AB) =
1

2
−

1

8
=

3

8
.

Επίσης

P(A)P(B) =
1

2
·

3

4
=

3

8

και εποµένως ισχύει η σχέση

P(AB) = P(A)P(B),

η οποία συνεπάγεται ότι τα ενδεχόµενα A και B είναι ανεξάρτητα.
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ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆οκιµή Bernoulli

Ας ϑεωρήσουµε ένα τυχαίο πείραµα µε δειγµατικό χώρο Ω και ένα

ενδεχόµενο A στον Ω.

Αν A′ είναι το συµπληρωµατικό ενδεχόµενο του A στον Ω, τότε τα

ενδεχόµενα (A,A′) αποτελούν µια διαίρεση του δειγµατικού χώρου Ω,

εφ΄ όσον A ∩ A′ = ∅ και A ∪ A′ = Ω.

Το ενδεχόµενο A χαρακτηρίζεται συνήθως ως επιτυχία και το A′ ως

αποτυχία.

Παριστάνοντας µε ε την επιτυχία και α την αποτυχία ο δειγµατικός χώρος

δύναται να παρασταθεί ως Ω = {α, ε}.
΄Ενα τέτοιο τυχαίο πείραµα καλείται δοκιµή Bernoulli.

΄Εστω ότι η πιθανότητα επιτυχίας είναι P({ε}) = p, 0 < p < 1, οπότε η

πιθανότητα αποτυχίας είναι P({α}) = 1 − P({ε}) = 1 − p = q.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Bernoulli

Ορισµός

΄Εστω X ο αριθµός των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli µε πιθανότητα

επιτυχίας p (και αποτυχίας q = 1 − p ). Η κατανοµή της δίτιµης τυχαίας

µεταβλητής X καλείται κατανοµή Bernoulli µε παράµετρο p.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Bernoulli

Θεώρηµα

Η συνάρτηση πιθανότητας της κατανοµής Bernoulli µε παράµετρο p

δίνεται από την

f(x) = P(X = x) = p
x
q

1−x , x = 0, 1. (1)

και η συνάρτηση κατανοµής από την

F(x) =


0, −∞ < x < 0

q, 0 ≤ x < 1

1, 1 ≤ x < ∞.
(2)

Η µέση τιµή και διασπορά δίνονται από τις

µ = E(X) = p, σ2 = V(X) = pq. (3)



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Bernoulli

Απόδειξη.

Ο αριθµός X των επιτυχιών σε µια δοκιµή Bernoulli είναι µια τυχαία

µεταβλητή ορισµένη στον Ω = {α, ε} µε

X(α) = 0, X(ε) = 1,

και έτσι συνάγουµε τις πιθανότητες

P(X = 0) = P({ω ∈ Ω : X(ω) = 0}) = P({α}) = q,

P(X = 1) = P({ω ∈ Ω : X(ω) = 1}) = P({ε}) = p,

οι οποίες συνεπάγονται τη συνάρτηση πιθανότητας (1).

Η συνάρτηση κατανοµής (2) προκύπτει άµεσα από την (1). �



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

Κατανοµή Bernoulli

Η µέση τιµή της τυχαίας µεταβλητής X είναι

µ = E(X) =
1∑

x=0

xp
x
q

1−x = p

και η διασπορά αυτής συνάγεται ως εξής :

σ2 = V(X) = E[(X − µ)2] =
1∑

x=0

(x − p)2
p

x
q

1−x = p
2
q + q

2
p = pq.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Ορισµός

΄Εστω X ο αριθµός των επιτυχιών σε µια ακολουθία ν ανεξαρτήτων

δοκιµών Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας p (και αποτυχίας q = 1 − p)

σταθερή (ίδια) σε όλες τις δοκιµές.

Η κατανοµή της τυχαίας µεταβλητής X καλείται διωνυµική µε

παραµέτρους ν και p.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Θεώρηµα

Η συνάρτηση πιθανότητας της διωνυµικής κατανοµής µε παϱαµέτρους

ν και p δίνεται από την

f(x) = P(X = x) =

(
ν

x

)
p

x
q
ν−x , x = 0, 1, . . . , ν. (4)



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Απόδειξη.

Ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου στοχαστικού πειράµατος των ν
ανεξαρτήτων δοκιµών Bernoulli, σύµφωνα µε το Εδάφιο 1.9, είναι το

ν-πλό καρτεσιανό γινόµενο του Ω = {α, ε} µε τον εαυτό του,

Ων = {(ω1, ω2, . . . , ων) : ωi ∈ {α, ε}, i = 1, 2, . . . , ν}.

Το ενδεχόµενο {X = x} να πραγµατοποιηθούν x επιτυχίες στις ν
δοκιµές περιλαµβάνει

(
ν
x

)
στοιχειώδη ενδεχόµενα, όσα και ο αριθµός

των επιλογών των x ϑέσεων για τις επιτυχίες από τις ν ϑέσεις.

Επιπλέον κάθε τέτοιο στοιχειώδες ενδεχόµενο, επειδή οι δοκιµές είναι

ανεξάρτητες, έχει πιθανότητα pxqν−x .

Εποµένως

f(x) = P(X = x) =

(
ν

x

)
p

x
q
ν−x , x = 0, 1, . . . , ν.

�



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Σηµειώνουµε ότι

f(x) > 0, x = 0, 1, . . . , ν, f(x) = 0, x < {0, 1, . . . , ν}

και, σύµφωνα µε τον τύπο του διωνύµου του Νεύτωνα

(t + u)ν =
ν∑

x=0

(
ν

x

)
t
x
u
ν−x , ν = 1, 2, . . . ,

συνάγουµε ότι

ν∑
x=0

f(x) =
ν∑

x=0

(
ν

x

)
p

x
q
ν−x = (p + q)ν = 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό της συνάρτησης πιθανότητας.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί τη διωνυµική κατανοµή µε

συνάρτηση πιθανότητας την (4). Τότε η µέση τιµή και η διασπορά της

αυτής δίνονται από τις

µ = E(X) = νp, σ2 = V(X) = νpq. (5)



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Απόδειξη.

Η µέση τιµή της τ.µ. X , σύµφωνα µε τον ορισµό, δίνεται από την

µ = E(X) =
ν∑

x=1

x

(
ν

x

)
p

x
q
ν−x .

Χρησιµοποιώντας τη σχέση

x

(
ν

x

)
= x

ν!

x!(ν − x)!
= ν

(ν − 1)!

(x − 1)!(ν − x)!
= ν

(
ν − 1

x − 1

)
,

παίρνουµε

µ = E(X) = ν
ν∑

x=1

(
ν − 1

x − 1

)
p

x
q
ν−x = νp

ν−1∑
y=0

(
ν − 1

y

)
p

y
q
ν−1−y = νp.

�



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Επίσης

E[(X)2] = E[X(X − 1)] =
ν∑

x=0

x(x − 1)

(
ν

x

)
p

x
q
ν−x

και επειδή

x(x − 1)

(
ν

x

)
= x(x − 1)

ν!

x!(ν − x)!

= ν(ν − 1)
(ν − 2)!

(x − 2)!(ν − x)!
= ν(ν − 1)

(
ν − 2

x − 2

)
,

παίρνουµε

E[(X)2] = ν(ν − 1)
ν∑

x=2

(
ν − 2

x − 2

)
p

x
q
ν−x = ν(ν − 1)p2

ν−2∑
y=0

(
ν − 2

y

)
p

y
q
ν−2−y

= ν(ν − 1)p2(p + q)ν−2 = ν(ν − 1)p2.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Εποµένως

σ2 = V(X) = E[(X)2]+E(X)−[E(X)]2 = ν(ν−1)p2+νp−ν2
p

2 = νpq.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Παράδειγµα

΄Εστω ότι ένα νέο ϕάρµακο ϱύθµισης της πίεσης χορηγείται πειραµατικά

σε ν υπερτασικούς ασθενείς. Σε κάθε ασθενή µετρείται η πίεση του

αίµατος πριν και µετά τη χορήγηση ενός ορισµένου ϕαρµάκου και τα

αποτελέσµατα είναι (y1, z1), (y2, z2), . . . , (yν, zν).

Αν yκ > zκ ϑεωρούµε ότι η κ-οστή δοκιµή είχε αποτέλεσµα επιτυχία,

ενώ αν yκ ≤ zκ αποτυχία, κ = 1, 2, . . . , ν.

Αν το ϕάρµακο δεν έχει καµµιά επίδραση, τότε η πιθανότητα επιτυχίας p

είναι ίση µε την πιθανότητα αποτυχίας q = 1− p και εποµένως p = 1/2.

΄Εστω X ο αριθµός των επιτυχιών στις ν δοκιµές. Τότε, υποθέτοντας ότι

το ϕάρµακο δεν έχει καµµιά επίδραση στην πίεση του αίµατος,

f(x) = P(X = x) =

(
ν

x

)(
1

2

)ν
, x = 0, 1, . . . , ν.



ΒΑΣΙΚΕΣ ∆ΙΑΚΡΙΤΕΣ ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ

∆ιωνυµική κατανοµή

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες (α) 2 το πολύ επιτυχιών και (ϐ) 7

τουλάχιστον επιτυχιών στην περίπτωση ν = 8 ασθενών.

Οι Ϲητούµενες πιθανότητες είναι (α)

P(X ≤ 2) =
2∑

x=0

(
8

x

)
(0,5)8 = 0,0039 + 0,0312 + 0,1094 = 0,1445

και (ϐ)

P(X ≥ 7) =
8∑

x=7

(
8

x

)
(0,5)8 = 0,0312 + 0,0039 = 0,0351.


