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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2.1. ΄Εστω ότι ο χρόνος αναµονής X, σε λεπτά, σε συγκεκριµένο σταθµό

του µετρό είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση κατανοµής

F(x) =



0, −∞ < x < 0,
x/2, 0 ≤ x < 1,
1/2, 1 ≤ x < 2,
x/4, 2 ≤ x < 4,
1, 4 ≤ x < ∞.

Να υπολογισθούν (α) οι πιθανότητες P(X ≤ 3/2), P(X > 3) και

P(3 < X ≤ 5) και (ϐ) η συνάρτηση πυκνότητας f(x).
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(α)

P(X ≤ 3/2) = F(3/2) =
1

2
,

P(X > 3) = 1 − P(X ≤ 3) = 1 − F(3) = 1 −
3

4
=

1

4
,

P(3 < X ≤ 5) = F(5) − F(3) = 1 −
3

4
=

1

4
.

(ϐ)

f(x) =


1/2, 0 ≤ x < 1,
1/4, 2 ≤ x < 4,
0, διαφορετικά.
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2.2. Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα της ϱίψης δύο κύβων και

έστω X το άθροισµα των εµφανιζοµένων αριθµών. Να υπολογισθούν

(α) η συνάρτηση πιθανότητας fX (x) = P(X = x), x = 2, 3, . . . , 12, και

(ϐ) η συνάρτηση κατανοµής FX (x) = P(X ≤ x), x ∈ R, της τυχαίας

µεταβλητής X.
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fX (x) =


x − 1

36
, x = 2, 3, . . . , 7,

13 − x

36
, x = 8, 9, . . . , 12,

0, διαφορετικά.

FX (x) =

[x]∑
κ=2

fX (κ) =

[x]∑
κ=2

κ − 1

36
=

[x]([x] − 1)

2 · 36
, 2 ≤ x < 8

FX (x) =



0, −∞ < x < 2

[x]([x] − 1)

72
, 2 ≤ x < 8,

42 + ([x] − 7)(18 − [x])

72
, 8 ≤ x < 12,

1, 12 ≤ x < ∞.



ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2.4. ΄Εστω X µία αρνητική ακέραιη τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πιθανότητας

f(x) = P(X = x) =


4p3, x = 0,
5p(1 − 3p), x = 1,
2p(p + 3) − 1, x = 2,
0, x , 0, 1, 2.

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες p, P(X ≤ 1) και P(0 < X ≤ 2).
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2∑
x=0

f(x) = 1, 4p
3 − 13p

2 + 11p − 2 = 0

Η p = 1 είναι λύση, οπότε

4p
3 − 13p

2 + 11p − 2 = (p − 1)(4p
2 − 9p + 2), 4p

2 − 9p + 2 = 0

και p = 2, p = 1/4 είναι οι δύο άλλες λύσεις.

Η µόνη αποδεκτή λύση είναι η p = 1/4 και έτσι

f(x) = P(X = x) =


1/16, x = 0,
5/16, x = 1,
10/16, x = 2,
0, x , 0, 1, 2,

P(X ≤ 1) = P(X = 0) + P(X = 1) = 3/8,

P(0 < X ≤ 2) = P(X = 1) + P(X = 2) = 15/16.
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2.6. Η ποσότητα ϐενζίνης X (σε χιλιόλιτρα) που πωλεί πρατήριο ϐενζίνης

σε µία µέρα είναι συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

f(x) =


cx, 0 ≤ x < 1,
c, 1 ≤ x < 2,
c(3 − x), 2 ≤ x < 3,
0, 3 ≤ x < ∞.

Να υπολογισθούν (α) η σταθερά c και (ϐ) οι πιθανότητες P(X ≤ 3/4),

P(1/2 < X ≤ 5/2) και P(X > 9/4).
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(α)

∫ ∞
−∞

f(x)dx = c

∫
1

0

xdx + c

∫
2

1

dx + c

∫
3

2

(3 − x)dx

= c

{[
x2

2

]1
0

+
[
x
]2
1
−

[
(3 − x)2

2

]3
2

}
= 2c, c = 1/2.

(�) P(X ≤ 3/4) =
1

2

∫
3/4

0

xdx =

[
x2

4

]3/4

0

=
9

64
,

P(1/2 < X ≤ 5/2) = =
1

2

∫
1

1/2

xdx +
1

2

∫
2

1

dx +
1

2

∫
5/2

2

(3 − x)dx

=
1

2

{[
x2

2

]1
1/2

+
[
x
]2
1
−

[
(3 − x)2

2

]5/2

2

}
=

7

8
,

P(X > 9/4) =
1

2

∫
3

9/4

(3 − x)dx = −

[
(3 − x)2

4

]3
9/4

=
9

64
.
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2.8. ΄Εστω X µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

fX (x) = 1 − |x |, −1 ≤ x ≤ 1.

Να υπολογισθούν (α) η συνάρτηση κατανοµής FX (x), x ∈ R, (ϐ) η

πιθανότητα P(|X | ≤ 1/2) και (γ) οι συναρτήσεις κατανοµής FY (y), y ∈ R,

και πυκνότητας fY (y), y ∈ R, της τυχαίας µεταβλητής Y = X + 1.
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(α) FX (x) =

∫
x

−1

(1 − |t |)dt =

∫
x

−1

(1 + t)dt

=

[
(1 + t)2

2

]x
−1

=
(1 + x)2

2
, −1 ≤ x < 0,

FX (x) =

∫
x

−1

(1 − |t |)dt =

∫
0

−1

(1 + t)dt +

∫
x

0

(1 − t)dt

=

[
(1 + t)2

2

]0
−1

−

[
(1 − t)2

2

]x
0

= 1 −
(1 − x)2

2
, 0 ≤ x < 1,

FX (x) = 0, −∞ < x < −1, FX (x) = 1, 1 ≤ x < ∞.

(�) P(|X | ≤ 1/2) = P(−1/2 ≤ X ≤ 1/2) = FX (1/2)−FX (−1/2) =
7

8
−

1

8
=

3

4
.
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(γ) FY (y) = P(X + 1 ≤ y) = P(X ≤ y − 1) = FX (y − 1)

FY (y) =



0, −∞ < y < 0

y2

2
, 0 ≤ y < 1

1 −
(2 − y)2

2
, 1 ≤ y < 2

1, 2 ≤ y < ∞.

fY (y) =


y, 0 ≤ y < 1

2 − y, 1 ≤ y ≤ 2

0, y < 0, ή y > 2.
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2.9. Η διακύµανση ηλεκτρικού ϱεύµατος µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία

συνεχής τυχαία µεταβλητή X που κατανέµεται οµοιόµορφα στο

διάστηµα [10, 12]. Αν το ϱεύµα αυτό διέρχεται από αντίσταση 2 ohm να

προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της τάσης Y = 2X 2.
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FY (y) = P(Y ≤ y) = P(2X
2 ≤ y) = P(−

√
y/2 ≤ X ≤

√
y/2)

= FX (
√

y/2) − FX (−
√

y/2)

Παραγωγίζοντας την FY (y), παίρνουµε

fY (y) =
1

2
√

2y

{
fX (
√

y/2) + fX (−
√

y/2)

}
και επειδή fX (x) = 1/2, 10 ≤ x ≤ 12,

fY (y) =
1

4
√

2y
, 200 ≤ y ≤ 288.
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2.11. ΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την τυποποιηµένη κανονική

συνάρτηση πυκνότητας

fX (x) =
1
√

2π
e
−x2/2, −∞ < x < ∞.

Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. Y = |X |.
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση

fY (y) = fX (y) + fX (−y)

και το ότι fX (−x) = fX (x), παίρνουµε

fY (y) = 2fX (y) =

√
2

π
e
−y2/2, 0 ≤ y < ∞.
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2.14. ΄Εστω X µια συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

fX (x) =
1

3
, −1 ≤ x ≤ 2.

Να υπολογισθεί η συνάρτηση πυκνότητας fY (y) της τ.µ. Y = |X |.
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση

fY (y) = fX (y) + fX (−y)

και επειδή fX (−y) = 0, για 1 ≤ y ≤ 2, παίρνουµε

fY (y) =


2

3
, 0 ≤ y < 1,

1

3
, 1 ≤ y ≤ 2.


