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ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ορισµός

Μία τυχαία µεταβλητή X καλείται διακριτή ή απαριθµητή αν παίρνει µε

πιθανότητα 1 αριθµήσιµο (πεπερασµένο ή άπειρο) σύνολο τιµών

RX = {x0, x1, . . . , xν, . . .}.
Η συνάρτηση

f(xκ) = P(X = xκ) = P({ω ∈ Ω : X(ω) = xκ}), κ = 0, 1, . . . , ν, . . . , (1)

η οποία σε κάθε σηµείο xκ εκχωρεί την πιθανότητά του, καλείται

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς συνάρτηση πιθανότητας

της τ.µ. X .

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση

πιθανότητας της τ.µ. X συµβολίζεται µε fX και η τιµή της στο σηµείο xκ µε

fX (xκ).



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Η συνθήκη ότι η τυχαία µεταβλητή X παίρνει µε πιθανότητα 1 τιµές στο

σύνολο RX , χρησιµοποιώντας την παράσταση

RX = {x0} ∪ {x1} · · · ∪ {xν} ∪ · · · ,

δύναται να γραφεί στη µορφή

∞∑
κ=0

P(X = xκ) = 1.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Η συνάρτηση πιθανότητας, όπως προκύτει άµεσα από τον ορισµό της,

είναι µη αρνητική,

f(xκ) ≥ 0, κ = 0, 1, . . . , ν, . . . , f(x) = 0, x < RX , (2)

και αθροίζει στη µονάδα,

∞∑
κ=0

f(xκ) = 1. (3)

Στην περίπτωση που το σύνολο των τιµών της τ.µ. X είναι πεπερασµένο,

RX = {x0, x1, . . . , xν}, η σειρά (3) γίνεται ένα πεπερασµένο άθροισµα,

ν∑
κ=0

f(xκ) = 1.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Η συνάρτηση πιθανότητας f(xκ) = P(X = xκ), κ = 0, 1, . . . , µιας

διακριτής τυχαίας µεταβλητής συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανοµής

αυτής F(x) = P(X ≤ x), −∞ < x < ∞:

F(x) =
∑
xκ≤x

f(xκ), −∞ < x < ∞ (4)

και

f(x0) = F(x0), f(xκ) = F(xκ) − F(xκ−1), κ = 1, 2, . . . . (5)

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση κατανοµής F(x) = P(X ≤ x),

−∞ < x < ∞, µιας διακριτής τ.µ. X είναι σταθερά κατά διαστήµατα και

αυξάνει µόνο µε άλµατα στα σηµεία xκ ∈ RX .



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Ορισµός

Μία τυχαία µεταβλητή X καλείται συνεχής αν υπάρχει µη αρνητική

συνάρτηση,

f(x) ≥ 0, x ∈ R, (6)

µε ∫ ∞

−∞

f(x)dx = 1, (7)

τέτοια ώστε για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και �, µε α < �,

P(α < X ≤ �) =

∫ �

α
f(x)dx. (8)

Η f(x), x ∈ R, καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή απλώς

συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. X .



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Σηµειώνουµε ότι η σχέση (8) συνεπάγεται άµεσα τη σχέση

F(x) =

∫
x

−∞

f(t)dt, −∞ < x < ∞. (9)

η οποία δείχνει ότι η συνάρτηση κατανοµής F(x) = P(X ≤ x),

−∞ < x < ∞, µιας συνεχούς τ.µ. X είναι συνεχής.

Επίσης, αν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο σηµείο x , τότε

παραγωγίζοντας τη σχέση (9), παίρνουµε την

dF(x)

dx
= f(x). (10)



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Επισηµαίνουµε ότι η συνάρτηση πυκνότητας f(x), −∞ < x < ∞, σε

αντίθεση µε τη συνάρτηση πιθανότητας, δεν παριστάνει την πιθανότητα

κάποιου ενδεχοµένου.

Η πιθανότητα P(X = x) = 0, για οποιοδήποτε x ∈ R, και εποµένως η

f(x) δεν παριστάνει ϐέβαια αυτή την πιθανότητα.

Μόνον όταν η συνάρτηση αυτή ολοκληρώνεται µεταξύ δύο σηµείων,

όπως στην (8), δίνει κάποια πιθανότητα.

Κατά προσέγγιση, για µικρό h > 0, έχουµε

f(x) � P(x < X ≤ x + h)/h.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε έναν ποµπό ο οποίος εκπέµπει τις λέξεις ενός

µηνύµατος κωδικοποιηµένες ως ακολουθίες των σηµάτων 0 και 1.

Ο δειγµατικός χώρος µιας τυχαία επιλεγόµενης ακολουθίας τριών

σηµάτων είναι το σύνολο

Ω = {(0, 0, 0), (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1),

(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1)}.

Τα δειγµατικά σηµεία, λόγω του τυχαίου της επιλογής της ακολουθίας,

είναι ισοπίθανα.

Ο αριθµός X των εµφανίσεων του σήµατος 1 στην ακολουθία των τριών

σηµάτων είναι µια διακριτή τυχαία µεταβλητή µε σύνολο τιµών

RX = {0, 1, 2, 3}.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X υπολογίζεται, σύµφωνα µε τον

ορισµό, ως εξής :

f(0) = P(X = 0) = P({(0, 0, 0)}) =
1

8
,

f(1) = P(X = 1) = P({(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}) =
3

8
,

f(2) = P(X = 2) = P({(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}) =
3

8
,

f(3) = P(X = 3) = P({(1, 1, 1)}) =
1

8
.

Σηµειώνουµε ότι

3∑
x=0

f(x) =
1

8
+

3

8
+

3

8
+

1

8
= 1,

όπως απαιτείται από τον ορισµό µιας διακριτής τυχαίας µεταβλητής.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία τυχαία µεταβλητή X µε τιµές x στο διάστηµα [0, 1]
και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα κατανέµεται οµοιόµορφα

στο διάστηµα αυτό. Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της X.

Η συνάρτηση κατανοµής της X έχει υπολογισθεί σε προηγούµενο

παράδειγµα και είναι η

F(x) =


0, −∞ < x < 0,
x, 0 ≤ x < 1,
1, 1 ≤ x < ∞.



ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΠΥΚΝΟΤΗΤΑΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ

Παραγωγίζοντας αυτή συνάγουµε, σύµφωνα µε την (10), τη συνάρτηση

πυκνότητας της X

f(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1,
0, x < 0 ή x > 1.

Σηµειώνουµε ότι η συνάρτηση f δεν είναι συνεχής στα σηµεία 0 και 1

και έτσι οι τιµές f(0) και f(1) µπορούν να ορισθούν αυθαίρετα.

Στη συγκεκριµένη περίπτωση έχουν ορισθεί ως f(0) = f(1) = 1.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Στην πιθανοθεωρητική µελέτη ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή

ϕαινοµένου), όπως επίσης και στη στατιστική συµπερασµατολογία,

αναφύεται συχνά η ανάγκη προσδιορισµού της κατανοµής µιας τυχαίας

µεταβλητής Y = g(X), η οποία είναι συνάρτηση µιας άλλης τυχαίας

µεταβλητής X µε γνωστή κατανοµή.

Συνήθως το ενδιαφέρον αφορά την περίπτωση που τόσο η τυχαία

µεταβλητή X όσο και η τυχαία µεταβλητή Y είναι συνεχείς.

Στην περίπτωση αυτή ο προσδιορισµός της κατανοµής της Y

επιτυγχάνεται ευκολότερα µε την εύρεση, αρχικά, της συνάρτησης

κατανοµής.

Η συνάρτηση πυκνότητας της Y προσδιορίζεται µε παραγώγιση της

συνάρτησης κατανοµής



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Η έκφραση της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής

Y = g(X),

FY (y) = P(Y ≤ y) = P[g(X) ≤ y],

συναρτήσει της συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής X

απαιτεί τον προσδιορισµό του συνόλου {x : g(x) ≤ y}.

Τούτο επιτυγχάνεται εύκολα αν ο µετασχηµατισµός y = g(x) είναι ένα

προς ένα από το σύνολο RX των τιµών της X επί του συνόλου RY των

τιµών της Y και γνησίως µονότονος.

Τότε υπάρχει ο αντίστροφος µετασχηµατισµός x = g−1(y) και είναι

γνησίως µονότονος.

Στην περίπτωση αυτή η σχέση g(x) ≤ y είναι ισοδύναµη µε τη σχέση

x ≤ g−1(y), αν η y = g(x) είναι γνησίως αύξουσα και µε τη σχέση

x ≥ g−1(y), αν η y = g(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Εποµένως

FY (y) = P[X ≤ g
−1(y)] = FX (g−1(y)),

αν η y = g(x) είναι γνησίως αύξουσα, και

FY (y) = P[X ≥ g
−1(y)] = 1 − P[X < g

−1(y)]

= 1 − P[X ≤ g
−1(y)] = 1 − FX (g−1(y)),

αν η y = g(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Αν η αντίστροφη συνάρτηση x = g−1(y) παραγωγίζεται και η

παράγωγος

(g−1(y))′ =
dg−1(y)

dy

είναι συνεχής για κάθε y στο RY , τότε παραγωγίζοντας την ανωτέρω

έκφραση της συνάρτησης κατανοµής FY (y), σύµφωνα µε τον κανόνα

παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη σχέση

fY (y) = fX (g−1(y))
dg−1(y)

dy
,

αν η y = g(x) είναι γνησίως αύξουσα, και τη σχέση

fY (y) = −fX (g−1(y))
dg−1(y)

dy
,

αν η y = g(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η X είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πυκνότητας fX (x) > 0, x ∈ RX ⊆ R. Επίσης, έστω ότι ο µετασχηµατισµός

y = g(x) είναι γνησίως µονότονος από το σύνολο RX επί του συνόλου

RY = g(RX ). Αν υπάρχει η παράγωγος dg−1(y)/dy και είναι συνεχής

για κάθε y ∈ RY , τότε η Y = g(X) είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή

µε συνάρτηση πυκνότητας

fY (y) = fX (g−1(y))

∣∣∣∣∣∣dg−1(y)

dy

∣∣∣∣∣∣, y ∈ RY . (11)



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Στη µερική περίπτωση που y = g(x) = αx + �, όπου α και �
πραγµατικές σταθερές µε α , 0, ο αντίστροφος µετασχηµατισµός είναι

ο x = g−1(y) = (y − �)/α και dg−1(y)/dy = 1/α. ΄Ετσι συνάγουµε το

ακόλουθο πόρισµα.

Πόρισµα

΄Εστω ότι η X είναι µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πυκνότητας fX (x) > 0, x ∈ RX . Τότε η Y = αX + �, µε α , 0, είναι µία

συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

fY (y) =
1

|α|
fX

(
y − �

α

)
, y ∈ RY . (12)



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µια συνεχή τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση

πυκνότητας

fX (x) =
1

σ
√

2π
exp

[
−

(x − µ)2

2σ2

]
, −∞ < x < ∞,

όπου −∞ < µ < ∞ και 0 < σ < ∞ είναι παράµετροι της κατανοµής.

Σηµειώνουµε ότι αυτή είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής

κατανοµής.

Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. Y = αX + �, µε

α , 0.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Χρησιµοποιώντας το Πόρισµα, παίρνουµε

fY (y) =
1

|α|σ
√

2π
exp

[
−

(y − αµ − �)2

2(ασ)2

]
, −∞ < y < ∞.

Θέτοντας

µY = αµ + �, σY = |α|σ,

η πυκνότητα αυτή γράφεται στη µορφή

fY (y) =
1

σY

√
2π

exp

[
−

(y − µY )2

2σ2
Y

]
, −∞ < y < ∞,

η οποία είναι η συνάρτηση πυκνότητας της κανονικής κατανοµής µε

παραµέτρους µY = αµ + � και σY = |α|σ .



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Ειδικά για α = 1/σ και � = −µ/σ ,

οπότε µY = 0 και σY = 1,

η συνάρτηση πυκνότητας της τυχαίας µεταβλητής Y = (X − µ)/σ
παίρνει τη µορφή

fY (y) =
1
√

2π
e
−y2/2, −∞ < y < ∞

η οποία είναι γνωστή ως τυποποιηµένη κανονική πυκνότητα.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Η περίπτωση που ο µετασχηµατισµός y = g(x) δεν είναι

αµφιµονοσήµαντος από το σύνολο RX των τιµών της τ.µ. X στο επί του

συνόλου RY των τιµών της τ.µ. Y δύναται να αντιµετωπισθεί µε τον

προσδιορισµό του συνόλου {x : g(x) ≤ y} και την εύρεση, αρχικά, της

συνάρτησης κατανοµής της τυχαίας µεταβλητής Y .



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Παράδειγµα

΄Εστω ότι η τυχαία µεταβλητή X έχει την τυποποιηµένη κανονική

συνάρτηση πυκνότητας

fX (x) =
1
√

2π
e
−x2/2, −∞ < x < ∞.

Να προσδιορισθεί η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. Y = X 2.

Η τυχαία µεταβλητή Y δεν µπορεί να πάρει αρνητικές τιµές και έτσι

FY (y) = 0, για −∞ < y ≤ 0, ενώ

FY (y) = P(Y ≤ y) = P(X 2 ≤ y)

= P(−
√

y ≤ X ≤
√

y) = FX (
√

y) − FX (−
√

y),

για 0 < y < ∞.



ΚΑΤΑΝΟΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Παραγωγίζοντας τη συνάρτηση αυτή, σύµφωνα µε τον κανόνα

παραγώγισης σύνθετης συνάρτησης, συνάγουµε τη συνάρτηση

πυκνότητας

fY (y) =
1

2
√

y
{fX (
√

y) + fX (−
√

y)}, 0 < y < ∞,

η οποία, επειδή η συνάρτηση fX (x), −∞ < x < ∞, είναι άρτια,

fX (−
√

y) = fX (
√

y), 0 < y < ∞, γίνεται

fY (y) =
1
√

y
fX (
√

y), 0 < y < ∞.

Εποµένως, στην περίπτωση που η τ.µ. X έχει την τυποποιηµένη κανονική

συνάρτηση πυκνότητας, η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. Y = X 2 είναι η

fY (y) =
1
√

2πy
e
−y/2, 0 < y < ∞.



ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ∆ΙΑΣΠΟΡΑ ΤΥΧΑΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

Η κατανοµή πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής δύναται να

εκφρασθεί είτε από τη συνάρτηση κατανοµής είτε από τη συνάρτηση

πιθανότητας ή πυκνότητας αυτής.

Μια περιληπτική περιγραφή της πιθανοθεωρητικής συµπεριφοράς µιας

τυχαίας µεταβλητής παρέχεται από τη ϑεώρηση και µελέτη µερικών

ϐασικών παραµέτρων της κατανοµής της.

Η µέση τιµή που αποτελεί µέτρο ϑέσης ή κεντρικής τάσης και η

διασπορά που αποτελεί µέτρο συγκεντρωτικότητας ή µεταβλητότητας

είναι οι πιο ϐασικές παράµετροι της κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής.
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Η µέση τιµή µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί γενίκευση του

αριθµητικού µέσου µιας ακολουθίας τιµών.

Ορισµός

(α) ΄Εστω X µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πιθανότητας

f(xκ) = P(X = xκ), κ = 0, 1, . . . . Τότε η µεση τιµή αυτής,

συµβολιϹόµενη µε E(X) ή µX ή απλώς µ, αν δεν υπάρχει κίνδυνος

σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση

µ = E(X) =
∞∑
κ=0

xκ f(xκ). (13)

(ϐ) ΄Εστω X µία συνεχής τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση πυκνότητας

f(x). Τότε η µέση τιµή αυτής ορίζεται από τη σχέση

µ = E(X) =

∫ ∞

−∞

xf(x)dx. (14)
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Αξίζει να επισηµανθεί η αναλογία µεταξύ της µέσης τιµής µιας τυχαίας

µεταβλητής και του κέντρου ϐάρους µάζας στη µηχανική.

Αν µια µονάδα µάζας κατανέµεται στα σηµεία {x0, x1, . . . , } µιας

ευθείας και f(xκ) είναι η µάζα στο σηµείο xκ , κ = 0, 1, . . . , τότε η (13)

παριστάνει το κέντρο ϐάρους (περί την αρχή).

Κατά τον ίδιο τρόπο αν η µονάδα µάζας έχει συνεχή κατανοµή σε µια

ευθεία και αν η f(x) παριστάνει την πυκνότητα µάζας στο x , τότε η (14)

ορίζει και πάλιν το κέντρο ϐάρους.

Με την έννοια αυτή η µέση τιµή ϑεωρείται ως το κέντρο της κατανοµής

πιθανότητας.
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε στοχαστικό πείραµα της ϱίψης ενός συνήθους κύβου

και έστω X ο αριθµός που εµφανίζεται στην επάνω έδρα του.

Να υπολογισθεί η µέση τιµή E(X).

Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. X , δίνεται από την

f(x) = P(X = x) =
1

6
, x = 1, 2, . . . , 6.

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της µέσης τιµής,

E(X) =
1

6

6∑
x=1

x =
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6

6
=

21

6
=

7

2
.
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία συνεχή τυχαία µεταβλητή X η οποία κατανέµεται

οµοιόµορφα στο διάστηµα [−θ, θ].
Να υπολογισθεί η µέση τιµή E(X).

Η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. X δίνεται από την

f(x) =
1

2θ
, −θ ≤ x ≤ θ.

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της µέσης τιµής,

E(X) =

∫ ∞

−∞

xf(x)dx =
1

2θ

∫ θ

−θ
xdx =

[
x2

4θ

]θ
−θ

= 0.
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Μέση τιµή της Y = g(X):

E(Y ) ≡ E[g(X)] =
∞∑
κ=0

g(xκ)fX (xκ), (15)

αν η Χ είναι διακριτή, και η έκφραση

E(Y ) ≡ E[g(X)] =

∫ ∞

−∞

g(x)fX (x)dx, (16)

αν η Χ είναι συνεχής.
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Η διασπορά µιας τυχαίας µεταβλητής αποτελεί ένα µέτρο της

συγκεντρωτικότητας ή µεταβλητότητας της κατανοµής της.

Η ύπαρξη κατανοµών οι οποίες έχουν την ίδια µέση τιµή και των οποίων

οι τιµές είναι περισσότερες ή λιγότερο διασπαρµένες και

αποµακρισµένες από αυτήν καθιστά αναγκαία την εισαγωγή ενός

τέτοιου µέτρου.

Η διασπορά, η οποία δύναται να χρησιµοποιηθεί για τη διάκριση των

κατανοµών αυτών, είναι η µέση τιµή του τετραγώνου της απόκλισης

g(X) = (X − µ)2 της τυχαίας µεταβλητής X από τη µέση της τιµή

µ = E(X).
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Ορισµός

΄Εστω X µία τυχαία µεταβλητή της οποίας υπάρχει η µέση τιµή µ = E(X).

Τότε η διασπορά ή διακύµανση της X, συµβολιζόµενη µε V(X) ή σ2
X

ή

απλώς σ2, αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, ορίζεται από τη σχέση

σ2 = V(X) = E[(X − µ)2]. (17)

Η ϑετική τετραγωνική ϱίζα της διασποράς V(X),

σ = σX =
√

V(X), (18)

καλείται τυπική απόκλιση της τυχαίας µεταβλητής X.
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Θεώρηµα

΄Εστω X µία τυχαία µεταβλητή της οποίας υπάρχουν η µέση τιµή και η

διασπορά και α, � σταθερές. Τότε

E(αX + �) = αE(X) + �, (19)

E[g(X) + h(X)] = E[g(X)] + E[h(X)] (20)

και

V(αX + �) = α2
V(X), (21)

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2, (22)
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Απόδειξη.

΄Εστω ότι η X είναι µία διακριτή τυχαία µεταβλητή µε συνάρτηση

πιθανότητας fX (xκ) = P(X = xκ), κ = 0, 1, . . . . Τότε, σύµφωνα µε την

(15),

E(αX + �) =
∞∑
κ=0

(αxκ + �)fX (xκ)

= α
∞∑
κ=0

xκ fX (xκ) + �
∞∑
κ=0

fX (xκ) = αE(X) + �.

και

E[g(X) + h(X)] =
∞∑
κ=0

[g(xκ) + h(xκ)]fX (xκ)

=
∞∑
κ=0

g(xκ)fX (xκ) +
∞∑
κ=0

h(xκ)fX (xκ) = E[g(X)] + E[h(X)].

�
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Σύµφωνα µε τον ορισµό της διασποράς και χρησιµοποιώντας τις

ιδιότητες (19) και (20) της µέσης τιµής, συνάγουµε τη σχέση

V(αX + �) = E([αX + �) − E(αX + �)]2) = E([αX + � − αE(X) − � ]2)

= E(α2[X − E(X)]2) = α2
E[(X − µX )2] = α2

V(X).

Αναπτύσσοντας το τετράγωνο (X − µ)2, της απόκλισης της X από τη

µέση της τιµή µ = E(X), κατά το διώνυµο του Νεύτωνα, και

χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες (19) και (20) της µέσης τιµής, παίρνουµε

V(X) = E[(X − µ)2] = E(X 2 − 2µX + µ2) = E(X 2) − 2µE(X) + µ2

= E(X 2) − [E(X)]2.
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Παρατήρηση

Ροπές και παραγοντικές ροπές.

Αν τυχαία µεταβλητή X είναι µη αρνητική ακέραιη, τότε η διασπορά της

υπολογίζεται ευκολότερα µε τη χρησιµοποίηση της δεύτερης τάξης

παραγοντικής ϱοπής ,

µ(2) = E[(X)2],

όπου (X)2 = X(X − 1). Συγκεκριµένα, έχουµε

V(X) = E[(X)2] + E(X) − [E(X)]2. (23)

Η σχέση αυτή συνάγεται άµεσα από την (22) και την

E[(X)2] = E[X(X − 1)] = E(X 2 − X) = E(X 2) − E(X).
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Παρατήρηση

Τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή.

Αν X είναι µία τυχαία µεταβλητή µε E(X) = µ και V(X) = σ2, τότε η

τυχαία µεταβλητή

Z =
X − µ

σ

καλείται τυποποιηµένη τυχαία µεταβλητή που αντιστοιχεί στη X.

Η τ.µ. Z έχει µέση τιµή, σύµφωνα µε την (19),

E(Z) = E

(
X − µ

σ

)
=

E(X) − µ

σ
= 0

και διασπορά, σύµφωνα µε την (21),

V(Z) = V

(
X − µ

σ

)
=

V(X)

σ2
= 1.
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε στοχαστικό πείραµα της ϱίψης ενός συνήθους κύβου

και έστω X ο αριθµός που εµφανίζεται στην επάνω έδρα του.

Να υπολογισθεί η διασπορά V(X). .

Η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. Χ δίνεται από την

f(x) = P(X = x) =
1

6
, x = 1, 2, . . . , 6.

Εποµένως, σύµφωνα µε την (15),

E(X 2) =
1

6

6∑
x=1

x
2 =

1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36

6
=

91

6
.

Χρησιµοποιώντας τη (22) και το ότι E(X) = 7/2, παίρνουµε

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 =
91

6
−

(
7

2

)2

=
91

6
−

49

4
=

35

12
.
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία συνεχή τυχαία µεταβλητή X η οποία κατανέµεται

οµοιόµορφα στο διάστηµα [−θ, θ].
Να υπολογισθεί η διασπορά V(X).

Η συνάρτηση πυκνότητας της τ.µ. X δίνεται από την

f(x) =
1

2θ
, −θ ≤ x ≤ θ.

Εποµένως, σύµφωνα µε την (16),

E(X 2) =

∫ ∞

−∞

x
2
f(x)dx =

1

2θ

∫ θ

−θ
x

2
dx =

[
x3

6θ

]θ
−θ

=
θ2

3
.

Χρησιµοποιώντας τη (22) και το ότι E(X) = 0, παίρνουµε

V(X) = E(X 2) − [E(X)]2 = E(X 2) =
θ2

3
.


