
ΚΑΤΑΝΟΜΕΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ ΤΥΧΑΙΩΝ

ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Χαράλαµπος Α. Χαραλαµπίδης

4 Νοεµβρίου 2009



ΤΥΧΑΙΑ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ

Ορισµός

΄Εστω Ω ο δειγµατικός χώρος ενός στοχαστικού (τυχαίου) πειϱάµατος.

Μια πραγµατική συνάρτηση X που ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω
καλείται τυχαία µεταβλητή (τ.µ.). Η συνάρτηση αυτή αντιστοιχεί σε κάθε

δειγµατικό σηµείο ω ∈ Ω έναν πραγµατικό αριθµό x = X(ω) .

Οι τυχαίες µεταβλητές συµβολίζονται µε τα κεφαλαία γράµµατα χωρίς

δείκτες X , Y , Z , W ή µε δείκτες X1, X2, . . . , Xκ και οι τιµές τους µε τα

αντίστοιχα µικρά γράµµατα x , y , z w ή x1, x2, . . . , xκ .

Το σύνολο των τιµών της τυχαίας µεταβλητής RX ⊆ R αποτελεί το νέο

δειγµατικό χώρο του στοχαστικού (τυχαίου) πειράµατος (ή ϕαινοµένου).
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Το διάστηµα (−∞, x] είναι ϐασικό ενδεχόµενο στο νέο δειγµατικό χώρο

RX ⊆ R. Οποιοδήποτε άλλο ενδεχόµενο B ⊆ RX δύναται να εκφρασθεί

συναρτήσει του διαστήµατος αυτού.

Ορισµός

Η συνάρτηση

F(x) = P(X ≤ x) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x}), −∞ < x < ∞, (1)

καλείται συνάρτηση κατανοµής ή αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της

τ.µ. X .

Στις περιπτώσεις που υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης η συνάρτηση

κατανοµής της τ.µ. Χ συµβολίζεται µε FX και η τιµή της στο x µε FX (x).
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Η συνάρτηση κατανοµής, ως πιθανότητα, λαµβάνει τιµές στο διάστηµα

[0, 1],
0 ≤ F(x) ≤ 1, −∞ < x < ∞.

Επίσης είναι αύξουσα συνάρτηση,

F(x1) ≤ F(x2), −∞ < x1 < x2 < ∞,

επειδή

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x1} ⊆ {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x2}

και ισχύει

F(−∞) = lim
x→−∞

F(x) = 0, F(∞) = lim
x→∞

F(x) = 1,

επειδή

lim
x→−∞

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} = ∅, lim
x→∞
{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} = Ω.
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Η πιθανότητα όπως µια τυχαία µεταβλητή ϐρίσκεται σε συγκεκριµένο

διάστηµα των πραγµατικών αριθµών δύναται να εκφρασθεί συναρτήσει

της συνάρτησης κατανοµής της.

Θεώρηµα

΄Εστω F(x), x ∈ R, η συνάρτηση κατανοµής µιας τυχαίας µεταβλητής Χ.

Τότε

P(α < X ≤ �) = F(�) − F(α), (2)

για κάθε πραγµατικούς αριθµούς α και � µε α < �.
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Απόδειξη.

Το ενδεχόµενο {ω ∈ Ω : α < X(ω) ≤ �} δύναται να εκφρασθεί ως

διαφορά δύο ενδεχοµένων ως εξής :

{ω ∈ Ω : α < X(ω) ≤ �} = {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ �} − {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ α}

µε

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ α} ⊆ {ω ∈ Ω : X(ω) ≤ �},

εφ΄ όσον α < �. Εποµένως, χρησιµοποιώντας την

P(B − A) = P(B) − P(A),

συνάγουµε, σύµφωνα µε τη (1), τη σχέση (2). �
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε δύο διαδοχικές ϱίψεις ενός συνήθους νοµίσµατος.

΄Ενας κατάλληλος δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του τυχαίου αυτού

πειράµατος είναι το σύνολο

Ω = {(γ, γ), (γ, κ), (κ, γ), (κ, κ)},

όπου σηµειώνεται µε κ η όψη κεφαλή και µε γ η όψη γράµµατα. Η

συνάρτηση

X(ω) =


0, ω = (κ, κ),
1, ω ∈ {(γ, κ), (κ, γ)},
2, ω = (γ, γ),

η οποία ορίζεται στο δειγµατικό χώρο Ω και παίρνει τιµές στο σύνολο

RX = {0, 1, 2}, είναι τυχαία µεταβλητή και εκφράζει τον αριθµό

εµφανίσεων της όψης γράµµατα.
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Η συνάρτηση κατανοµής F(x), x ∈ R, της τ.µ. X υπολογίζεται ως εξής :

{ω ∈ Ω : X(ω) ≤ x} =


∅, −∞ < x < 0,
{(κ, κ)}, 0 ≤ x < 1,
{(κ, κ), (γ, κ), (κ, γ)}, 1 ≤ x < 2,
Ω, 2 ≤ x < ∞

και σύµφωνα µε τον ορισµό της συνάρτησης κατανοµής,

F(x) = P(X ≤ x) =


0, −∞ < x < 0,
1/4, 0 ≤ x < 1,
3/4, 1 ≤ x < 2,
1, 2 ≤ x < ∞

Η γραφική παράσταση της F(x), x ∈ R, δίνεται στο ακόλουθο σχήµα.

Παρατηρούµε ότι αυτή είναι σκαλωτή συνάρτηση µε άλµατα στα σηµεία

x = 0, 1, 2 µεγέθους 1/4, 1/2, 1/4, αντίστοιχα.
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µια τυχαία µεταϐλητή X µε τιµές x στο διάστηµα [0, 1]
και ας υποθέσουµε ότι η συνολική πιθανότητα P(0 ≤ X ≤ 1) = 1

κατανέµεται οµοιόµορφα στο διάστηµα [0, 1]. Στην περίπτωση αυτή η

πιθανότητα η X να ϐρίσκεται στο διάστηµα [x1, x2], µε 0 ≤ x1 ≤ x2 ≤ 1,

είναι ανάλογη του µήκους αυτού x2 − x1, δηλαδή

P(x1 ≤ X ≤ x2) = c (x2 − x1),

όπου c η σταθερά αναλογίας. Επιπλέον, έχουµε P(−∞ < X < 0) = 0

και P(1 < X < +∞) = 0. ΄Εποµένως, ϑέτοντας x1 = 0 και x2 = 1,

λαµβάνουµε

P(0 ≤ X ≤ 1) = c

και επειδή P(0 ≤ X ≤ 1) = 1, συµπεραίνουµε ότι c = 1.
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Η συνάρτηση κατανοµής F(x), x ∈ R, της X είναι τότε η

F(x) =


0, −∞ < x < 0,
x, 0 ≤ x < 1,
1, 1 ≤ x < ∞.

Η F(x), x ∈ R, είναι συνεχής συνάρτηση
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