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∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

Η ανάγκη εισαγωγής της δεσµευµένης πιθανότητας αναφύεται στις

περιπτώσεις όπου µία µερική γνώση ως προς την έκβαση ενός

στοχαστικού πειράµατος µειώνει την αβεβαιότητα συρρικνώνοντας το

δειγµατικό χώρο.

Συγκεκριµένα, ας ϑεωρήσουµε ένα στοχαστικό πείραµα µε δειγµατικό

χώρο Ω και πιθανότητα P(A), για κάθε ενδεχόµενο A ⊆ Ω.

Ας υποθέσουµε ότι σε κάποιο στάδιο της εκτέλεσής του

πραγµατοποιήθηκε ένα συγκεκριµένο ενδεχόµενο A ⊆ Ω.
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Τότε, όσον αφορά την τελική του έκβαση, ο δειγµατικός χώρος

συρρικνώνεται στο σύνολο A και ένα οποιονδήποτε ενδεχόµενο B (ως

προς το δειγµατικό χώρο Ω) συρρικνώνεται στο ενδεχόµενο Γ = AB,

το οποίο συµβολίζεται µε B |A και διαβάζεται : το ενδεχόµενο B

δεδοµένου του (ενδεχοµένου) A.

Η πιθανότητα του ενδεχοµένου B δεδοµένου του A, η οποία

συµβολίζεται µε P(B |A), B ⊆ Ω, και καλείται δεσµευµένη πιθανότητα

(δεδοµένου του A ) συνδέεται, όπως είναι ϕυσικό, µε τις πιθανότητες

P(A) και P(AB).

Το επόµενο παράδειγµα χρησιµεύει στην καλύτερη κατανόηση του

πλαισίου στο οποίο τοποθετείται η δεσµευµένη πιθανότητα.
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 5 σφαιρίδια

αριθµηµένα από το 1 µέχρι το 5.

Τα σφαιρίδια 1 και 2 είναι άσπρα, ενώ τα σφαιρίδια 3, 4 και 5 είναι

µαύρα.

(α) ΄Εστω ότι σε µία πρώτη κλήρωση ένα σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία και

ας ϑεωρήσουµε το ενδεχόµενο A εξαγωγής σ΄ αυτήν άσπρου

σφαιριδίου. Ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού πειράµατος

περιλαµβάνει τα ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία : Ω1 = {1, 2, 3, 4, 5} και το

ενδεχόµενο της εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου περιλαµβάνει τα

σηµεία : A = {1, 2}. Εποµένως, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της

πιθανότητας,

P(A) =
2

5
, P(A′) =

3

5
.
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(ϐ) ΄Εστω ότι, χωρίς επανάθεση στην κληρωτίδα του σφαιριδίου που

εξάγεται στην πρώτη κλήρωση, σε µία δεύτερη κλήρωση ένα σφαιρίδιο

εξάγεται τυχαία και ας ϑεωρήσουµε το ενδεχόµενο B εξαγωγής σ΄

αυτήν άσπρου σφαιριδίου. Ο υπολογισµός της πιθανότητας P(B)
απαιτεί τη γνώση της σύνθεσης των σφαιριδίων στην κληρωτίδα τη

στιγµή της εξαγωγής του δευτέρου σφαιριδίου.

Συγκεκριµένα, η γνώση της πραγµατοποίησης ή µη πραγµατοποίησης

του ενδεχοµένου A κατά την πρώτη εξαγωγή επιτρέπει τον υπολογισµό

της πιθανότητας P(B), σύµφωνα µε το ϑεώρηµα της ολικής

πιθανότητας, το οποίο εξετάζουµε πιο κάτω.

Το παράδειγµα αυτό υποδεικνύει την ανάγκη εισαγωγής της

δεσµευµένης πιθανότητας P(B |A), του B δεδοµένου του A.

Περαιτέρω, η σύνδεση της πιθανότητας P(B |A) µε τις πιθανότητες P(A)
και P(AB), η οποία συνάγεται από τη σύνθεση των δύο κληρώσεων στο

ακόλουθο (σύνθετο) στοχαστικό πείραµα, υποδεικνύει τον ορισµό της

δεσµευµένης πιθανότητας µέσω της (µη δεσµευµένης) πιθανότητας.
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(γ) ΄Εστω ότι από την ανωτέρω κληρωτίδα εξάγονται τυχαία δύο

σφαιρίδια, το ένα µετά το άλλο, χωρίς επανάθεση. Ο δειγµατικός

χώρος Ω του συνθέτου αυτού στοχαστικού πειράµατος περιλαµβάνει τις

διατάξεις του συνόλου {1, 2, 3, 4, 5} ανά 2 (χωρίς επανάληψη):

Ω = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2),

(3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4)}.

Σηµειώνουµε ότι τα N = N(Ω) = (5)2 = 20 δειγµατικά σηµεία, είναι

ισοπίθανα.
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Το ενδεχόµενο A (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής άσπρου

σφαιριδίου στην πρώτη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα N(A) = 8

δειγµατικά σηµεία :

A = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5)},

ενώ το ενδεχόµενο B (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω), εξαγωγής

άσπρου σφαιριδίου στη δεύτερη κλήρωση, περιλαµβάνει τα ακόλουθα

N(B) = 8 δειγµατικά σηµεία :

B = {(1, 2), (2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), (5, 1), (5, 2)}.

΄Ετσι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας, η πιθανότητα

πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου A είναι ίση µε

P(A) =
N(A)

N
=

8

20
=

2

5
,

σε συµφωνία µε το αποτέλεσµα της περίπτωσης του τυχαίου

πειράµατος της µιας (πρώτης) κλήρωσης.
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Ας υποθέσουµε ότι στην πρώτη κλήρωση του συνθέτου στοχαστικού

πειράµατος πραγµατοποιήθηκε το ενδεχόµενο A, της εξαγωγής

άσπρου σφαιριδίου. Η γνώση της πραγµατοποίησης του A µειώνει την

αβεβαιότητα ως προς την τελική έκβαση του συνθέτου στοχαστικού

πειράµατος συρρικνώνοντας το δειγµατικό χώρο Ω στο σύνολο A και το

ενδεχόµενο B στο ενδεχόµενο

AB = {(1, 2), (2, 1)},

µε N(AB) = 2. Εποµένως η δεσµευµένη πιθανότητα του B δεδοµένου

του A είναι ίση µε

P(B |A) =
N(AB)

N(A)
=

2

8
=

1

4
.
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Παρατηρούµε ότι, χρησιµοποιώντας τις σχέσεις

P(AB) =
N(AB)

N
, P(A) =

N(A)

N
,

συνάγουµε για τη δεσµευµένη πιθανότητα την έκφραση

P(B |A) =
P(AB)

P(A)
.

Σηµειώνουµε ότι, σύµφωνα µε τον κλασικό ορισµό, η (µη δεσµευµένη)

πιθανότητα του B είναι ίση µε

P(B) =
N(B)

N
=

8

20
=

2

5
.
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Ορισµός

΄Εστω Ω ένας δειγµατικός χώρος στοχαστικού πειράµατος και A ⊆ Ω
ένα ενδεχόµενο µε P(A) > 0. Η δεσµευµένη πιθανότητα, δεδοµένου

του A, είναι µία συνάρτηση P(B |A), B ⊆ Ω, που ορίζεται από τη σχέση

P(B |A) =
P(AB)

P(A)
, B ⊆ Ω. (1)

΄Οταν P(A) = 0, η P(B |A) δεν ορίζεται. Για συγκεκριµένο ενδεχόµενο

B ⊆ Ω, η P(B |A) καλείται δεσµευµένη πιθανότητα του ενδεχοµένου B

δεδοµένου του (ενδεχοµένου) A.

΄Αµεση συνέπεια του ορισµού αυτού είναι ότι η P(B |A), B ⊆ Ω, για

δεδοµένο A ⊆ Ω, ικανοποιεί τα τρία αξιώµατα της πιθανότητας και ως

γνήσια πιθανότητα ικανοποιεί και όλες τις ιδιότητες της (απόλυτης)

πιθανότητας P(A), A ⊆ Ω.



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Θεώρηµα

΄Εστω Ai ⊆Ω, i = 1, 2, . . . ,ν ενδεχόµενα µε P(A1A2 · · ·Aν−1) > 0. Τότε

P(A1A2 · · ·Aν) = P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1A2) · · · P(Aν |A1A2 · · ·Aν−1). (2)

Απόδειξη.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας η σχέση αυτή

ισχύει για ν = 2,

P(A1A2) = P(A1)P(A2 |A1).

Ας υποθέσουµε ότι ισχύει για κάποιο ν > 2. Τότε ισχύει και για ν + 1,

P(A1A2 · · ·AνAν+1) = P[(A1A2 · · ·Aν)Aν+1]

= P(A1A2 · · ·Aν)P(Aν+1 |A1A2 · · ·Aν)

= P(A1)P(A2 |A1)P(A3 |A1A2) · · · P(Aν+1 |A1A2 · · ·Aν),

και σύµφωνα µε την αρχή της µαθ. επαγωγής ισχύει για κάθε ν ≥ 2. �
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Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει ν σφαιϱίδια

αριθµηµένα από το 1 µέχρι το ν και έστω ότι r από τα σφαιρίδια αυτά

είναι άσπρα. Εξάγουµε τυχαία και χωρίς επανάθεση το ένα µετά το

άλλο κ σφαιρίδια. Να υπολογισθεί η πιθανότητα του ενδεχοµένου και

τα κ εξαγόµενα σφαιρίδια να είναι άσπρα.

΄Εστω Aj το ενδεχόµενο εξαγωγής άσπρου σφαιριδίου στην j-οστή

εξαγωγή, j = 1, 2, . . . , κ. Τότε A1A2 · · ·Aκ είναι το ενδεχόµενο και τα κ
εξαγόµενα σφαιϱίδια να είναι άσπρα και η Ϲητούµενη πιθανότητα,

σύµφωνα µε τη (2), είναι

P(A1A2 · · ·Aκ) = P(A1)P(A2|A1) · · · P(Aκ |A1A2 · · ·Aκ−1)

=
r

ν
·

r − 1

ν − 1
· · ·

r − κ + 1

ν − κ + 1
=

(r)κ
(ν)κ

.
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Στην περίπτωση του Ελληνικού Lotto η κληρωτίδα περιέχει ν = 49

σφαιρίδια και κληρώνονται κ = 6 αριθµοί. Τα r άσπρα σφαιρίδια

ϕέρουν τους αριθµούς στους οποίους στοιχηµατίζει κάποιος. ΄Ετσι, αν

στοιχηµατίσει σε r = 6 αριθµούς, η πιθανότητα να πετύχει και τους 6

αριθµούς που κληρώνονται είναι ίση µε

p =
1

13.998.816
� 0,00000007,

και ϑεωρείται πρακτικά µηδενική.
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Τύπος ολικής πιθανότητας

Η πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου δύναται να αναλυθεί σε

άθροισµα πιθανοτήτων µε τη χρησιµοποίηση δεσµευµένων πιθανοτήτων

του ενδεχοµένου αυτού. Η ανάλυση αυτή απαιτεί την έννοια της

διαµέρισης του δειγµατικού χώρου Ω.

Σχετικά, µια συλλογή {A1,A2, . . . ,Aν} ν ενδεχοµένων Aκ ⊆ Ω,

κ = 1, 2, . . . , ν, τα οποία είναι κατά Ϲεύγη ξένα, Ai ∩ Aj = ∅, i , j, και η

ένωσή τους είναι A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν = Ω, καλείται διαµέριση του Ω.

Το σχετικό ϑεώρηµα αναφέρεται ως Θεώρηµα ή τύπος ολικής

πιθανότητας.
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Τύπος ολικής πιθανότητας

Θεώρηµα

΄Εστω Aκ ⊆ Ω, κ = 1, 2, . . . , ν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω
µε P(Aκ) > 0, κ = 1, 2, . . . , ν. Τότε, για κάθε ενδεχόµενο B ⊆ Ω,

ισχύει

P(B) =
ν∑

κ=1

P(Aκ)P(B |Aκ). (3)
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Τύπος ολικής πιθανότητας

Απόδειξη.

Παρατηρούµε ότι, για οποιοδήποτε ενδεχόµενο B ⊆ Ω, τα ενδεχόµενα

AκB ≡ Aκ ∩ B, κ = 1, 2, . . . , ν είναι κατά Ϲεύγη ξένα και

B = BΩ = (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν)B = (A1B) ∪ (A2B) ∪ · · · ∪ (AνB).

Εποµένως, σύµφωνα µε την προσθετική ιδιότητα, έχουµε

P(B) = P(A1B) + P(A2B) + . . .+ P(AνB)

και επειδή P(Aκ) > 0, κ = 1, 2, . . . , χρησιµοποιώντας το

πολλαπλασιαστικό ϑεώϱηµα µε ν = 2, P(AκB)=P(Aκ)P(B |Aκ),

κ=1, 2, . . . , συνάγουµε την (3). �



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Τύπος του Bayes

Μία ενδιαφέρουσα συνέπεια της δεσµευµένης πιθανότητας, σε

συνδυασµό µε το ϑεώρηµα της ολικής πιθανότητας, είναι γνωστή ως

Θεώρηµα ή τύπος του Bayes.

Θεώρηµα

΄Εστω Aκ ⊆ Ω, κ = 1, 2, . . . , ν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω
µε P(Aκ) > 0, κ = 1, 2, . . . , και B ⊆ Ω ενδεχόµενο µε P(B) > 0. Τότε

P(Ar |B) =
P(Ar)P(B |Ar)
ν∑

κ=1

P(Aκ)P(B |Aκ)

, r = 1, 2, . . . , ν. (4)
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Τύπος του Bayes

Απόδειξη.

Σύµφωνα µε τον ορισµό της δεσµευµένης πιθανότητας έχουµε

P(Ar |B) =
P(ArB)

P(B)
.

Χρησιµοποιώντας το πολλαπλασιαστικό ϑεώρηµα µε ν = 2, ο αριθµητής

δύναται να γραφεί στη µορφή

P(ArB) = P(Ar)P(B |Ar),

οπότε, αναλύνοτας τον παρονοµαστή σύµφωνα µε το ϑεώρηµα της

ολικής πιθανότητας, συνάγουµε τη Ϲητούµενη έκφραση. �
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Τύπος του Bayes

Παρατήρηση

Οι πιθανότητες P(Aκ) που γνωρίζουµε πριν την εκτέλεση του τυχαίου

πειράµατος καλούνται και εκ των προτέρων (a priori) πιθανότητες,

ενώ οι δεσµευµένες πιθανότητες P(Ar |B) που υπολογίζουµε µε

δεδοµένη την πραγµατοποίηση του B και εποµένως µετά την εκτέλεση

του τυχαίου πειράµατος καλούνται και εκ των υστέρων (a posteriori)

πιθανότητες.

Αν τα ενδεχόµενα Aκ , κ = 1, 2, . . . , ν ϑεωρηθούν ως αιτίες, τότε ο

τύπος του Bayes εκφράζει την πιθανότητα η πραγµατοποίηση του

ενδεχοµένου B να οφείλεται στην αιτία Ar .

Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση που η διαµέριση του δειγµατικού

χώρου Ω είναι άπειρη, Aκ ⊆ Ω, κ = 1, 2, . . . , η άθροιση στους τύπους

της ολικής πιθανότητας και του Bayes εκτείνεται µέχρι το άπειρο.
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα

Οι ηλεκτρικοί λαµπήρες προωθούνται στην αγορά συσκευασµένοι σε

χαρτοκιβώτια των 25 λαµπήρων.

Ας υποθέσουµε ότι από ένα χαρτοκιβώτιο που περιέχει τρεις

ελαττωµατικούς λαµπτήρες εξάγουµε δύο λαµπτήρες.

Να υπολογισθούν οι πιθανότητες των ενδεχοµένων A και B εξαγωγής

ελαττωµατικού λαµπτήρα στην πρώτη και δεύτερη εξαγωγή, αντίστοιχα.

(α) Αν οι εξαγωγές γίνονται µε επανάθεση, τότε

P(A) =
3

25
, P(B) =

3

25
.
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Παραδείγµατα

(ϐ) Αν οι εξαγωγές γίνονται χωρίς επανάθεση, τότε

P(A) =
3

25
, P(A′) =

22

25

και η πιθανότητα του ενδεχοµένου B υπολογίζεται µε τη χρησιµοποιήση

του ϑεωρήµατος της ολικής πιθανότητας ως

P(B) = P(A)P(B|A) + P(A′)P(B|A′) =
3

25
·

2

24
+

22

25
·

3

24
=

3

25
.

Αξίζει ιδιαίτερης επισήµανσης το γεγονός ότι, σε αντίθεση µε τη

διαίσθηση µας, η πιθανότητα εξαγωγής ελαττωµατικού λαµπτήρα είναι η

ίδια είτε οι εξαγωγές γίνονται µε επανάθεση είτε χωρίς επανάθεση.



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Παραδείγµατα

Παράδειγµα

Στα διαγωνίσµατα ερωτήσεων πολλαπλής επιλογής µετά από κάθε

ερώτηση δίνονται ν εναλλακτικές απαντήσεις, από τις οποίες µόνο µία

είναι ορθή.

Ο εξεταζόµενος σηµειώνει για κάθε ερώτηση την ορθή απάντηση αν

την γνωρίζει, ή εκλέγει κατά τύχη και σηµειώνει µία από τις ν
απαντήσεις.

΄Εστω ότι ένας εξεταζόµενος, σύµφωνα µε τις γνώσεις του, έχει

πιθανότητα p να γνωρίζει την απάντηση µιας συγκεκριµένης ερώτησης.

∆εδοµένου ότι απάντησε ορθά στη συγκεκριµένη αυτή ερώτηση, ποιά

είναι η πιθανότητα να γνώριζε την απάντηση ;



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Παραδείγµατα

΄Εστω A το ενδεχόµενο ο εξεταζόµενος να γνωρίζει την απάντηση της

συγκεκριµένης ερώτησης και B το ενδεχόµενο να απαντήσει ορθά σ΄

αυτή. Τότε, σύµφωνα µε τον τύπο του Bayes, έχουµε

P(A |B) =
P(A)P(B |A)

P(A)P(B |A) + P(A′)P(B |A′)

και επειδή

P(A) = p, P(A′) = 1 − p, P(B |A) = 1, P(B |A′) = 1/ν,

συνάγουµε για τη Ϲητουµένη πιθανότητα την έκφραση

P(A |B) =
p

p + (1 − p)(1/ν)
=

νp

1 + (ν − 1)p
.

Στην περίπτωση που ν = 3 και p = 9/10, P(A |B) = 27/28.



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Παρατήρηση

Η δεσµευµένη πιθανότητα, όπως έχουµε ήδη σηµειώσει, ικανοποιεί

όλες τις ιδιότητες της (απόλυτης) πιθανότητας. Ο τύπος της ολικής

πιθανότητας για τη δεσµευµένη πιθανότητα οποιουδήποτε

ενδεχοµένου διατυπωνεται ως εξής :

΄Εστω Aκ ⊆ Ω, κ = 1, 2, . . . , ν µία διαµέριση του δειγµατικού χώρου Ω
µε P(Aκ) > 0 , κ = 1, 2, . . . , ν. Αν A ⊆ Ω είναι ένα ενδεχόµενο µε

P(A) > 0 και B ⊆ Ω είναι ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο, τότε

P(B |A) =
ν∑

κ=1

P(Aκ |A)P(B |AAκ). (5)



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Παραδείγµατα

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε ένα τηλεπικοινωνιακό σύστηµα αποτελούµενο από

έναν ποµπό, έναν αναµεταδότη και ένα δέκτη.

Ο ποµπός στέλλει τα σήµατα στο δυαδικό σύστηµα, στο οποίο τα

γράµµατα του αλφαβήτου είναι ακολουθίες από 0 και 1.

Ο αναµεταδότης και ο δέκτης, λόγω ϑορύβου, λαµβάνουν το σήµα 0 ως

σήµα 1 µε πιθανότητα 0,02 και το σήµα 1 ως σήµα 0 µε πιθανότητα 0,03.

Να υπολογισθούν οι δεσµευµένες πιθανότητες λήψης από το δέκτη

(α) του σήµατος 0 και

(ϐ) του σήµατος 1 δεδοµένης, σε αµφότερες της περιπτώσεις, της

αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0.



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Παραδείγµατα

(α) Ας ϑεωρήσουµε

το ενδεχόµενο A αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0,

το ενδεχόµενο A1 λήψης από τον αναµεταδότη του σήµατος 0 και

το ενδεχόµενο B λήψης από τον δέκτη του σήµατος 0.

Η δεσµευµένη πιθανότητα P(B |A), λήψης από το δέκτη του σήµατος 0

δεδοµένης της αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0, σύµφωνα µε

την προηγούµενη παρατήρηση, δίνεται από τη σχέση

P(B |A) = P(A1 |A)P(B |AA1) + P(A′1 |A)P(B |AA
′
1),

η οποία, επειδή P(B |AA1) = P(B |A1), P(B |AA
′
1
) = P(B |A′

1
), δίνει

P(B |A) = P(A1 |A)P(B |A1) + P(A′1 |A)P(B |A′1)

= 0,98 · 0,98 + 0,02 · 0,03 = 0,961.



∆ΕΣΜΕΥΜΕΝΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ (Συνέχεια)

Παραδείγµατα

(ϐ) Η δεσµευµένη πιθανότητα P(B′ |A), λήψης από το δέκτη του

σήµατος 1 δεδοµένης της αποστολής από τον ποµπό του σήµατος 0,

δίνεται από την

P(B′ |A) = 1 − P(B |A) = 1 − 0,961 = 0,039.


