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ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

De Moivre

Ο κλασικός ορισµός της πιθανότητας αφορά πεπερασµένους

δειγµατικούς χώρους και διατυπώθηκε αρχικά από τον De Moivre (1711)

ως εξής :

Η πιθανότητα της πραγµατοποίησης ενός ενδεχοµένου είναι το πηλίκο

µε αριθµητή τον αριθµό των περιπτώσεων ευνοϊκών για την

πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου τούτου και παρονοµαστή το

συνολικό αριθµό των περιπτώσεων µε την προϋπόθεση ότι όλες οι

περιπτώσεις είναι εξίσου πιθανές (ισοπίθανες).



ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

Laplace

Ας ϑεωρήσουµε έναν πεπερασµένο δειγµατικό χώρο Ω του οποίου τα

στοιχεία (δειγµατικά σηµεία), είναι εξίσου πιθανά (ισοπίθανα) και ένα

οποιοδήποτε ενδεχόµενο A (ως προς το δειγµατικό χώρο Ω). Η

πιθανότητα του A, συµβολιζόµενη µε P(A), δίνεται από τη σχέση

P(A) =
N(A)

N
, (1)

όπου N(A) είναι ο αριθµός των στοιχείων του ενδεχοµένου A και

N ≡ N(Ω) είναι ο αριθµός των στοιχείων του δειγµατικού χώρου Ω. Η

συνάρτηση P(A) η οποία σε κάθε ενδεχόµενο A ∈ A αντιστοιχεί τον

αριθµό (1) είναι

(α) µη αρνητική: P(A) ≥ 0, για κάθε ενδεχόµενο A ⊆ Ω,

(ϐ) νορµαλισµένη: P(Ω) = 1,

(γ) προσθετική: P(A ∪ B) = P(A) + P(B), για οποιαδήποτε ξένα

(αµοιβαίως αποκλειόµενα) ενδεχόµενα A ⊆ Ω και B ⊆ Ω.



ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

Laplace

Οι ιδιότητες αυτές προκύπτουν άµεσα από τον ορισµό (1) και τις

αντίστοιχες ιδιότητες του αριθµού των στοιχείων πεπερασµένου

συνόλου :

(α) µη αρνητικότητας, N(A) ≥ 0, για κάθε σύνολο A, και

(ϐ) προσθετικότητας, N(A ∪ B) = N(A) + N(B), για ξένα µεταξύ τους

σύνολα A και B.

Σηµειώνουµε ότι από την προσθετική ιδιότητα συνάγεται επαγωγικά η

σχέση

P(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν) = P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(Aν),

για οποιαδήποτε κατά Ϲεύγη ξένα (αµοιβαίως αποκλειόµενα)

ενδεχόµενα Ai ⊆ Ω, i = 1, 2, . . . , ν.

΄Αµεσα συνάγονται από τον ορισµό (1) η σχέση

P(A) ≤ 1, για κάθε ενδεχόµενο A ∈ A,

όπως και η σχέση

P(∅) = 0.



ΚΛΑΣΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

Laplace

Επίσης, αν Ω = Ω1 × Ω2 είναι ο δειγµατικός χώρος συνθέτου

στοχαστικού πειράµατος, όπου Ω1 και Ω2 είναι πεπερασµένοι

δειγµατικοί χώροι µε ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία, και ισχύει η σχέση

P({(ω1, ω2)}) = P1({ω1})P2({ω2}), (2)

για οποιαδήποτε δειγµατικά σηµεία ω1 ∈ Ω1 και ω2 ∈ Ω2, τότε ο

δειγµατικός χώρος Ω έχει ισοπίθανα δειγµατικά σηµεία.



ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

Επέκταση της κλασικής πιθανότητας στην περίπτωση που ο δειγµατικός

χώρος είναι συνεχής (µη αριθµήσιµος) αποτελεί η γεωµετρική

πιθανότητα που ορίζεται ως εξής :

Ας ϑεωρήσουµε ένα συνεχή δειγµατικό χώρο Ω οριζόµενο από µία

περιοχή του (µονοδιαστάτου ή διδιαστάτου ή τριδιαστάτου) χώρου στην

οποία οποιεσδήποτε στοιχειώδεις περιοχές είναι εξίσου πιθανές

(ισοπίθανες) και ένα οποιοδήποτε ενδεχόµενο A οριζόµενο από µία

υποπεριοχή του δειγµατικού χώρου Ω. Η πιθανότητα του A δίνεται από

τη σχέση

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
, (3)

όπου µ(A) και µ(Ω) είναι το µέτρο (µήκος ή εµβαδό ή όγκος) των

περιοχών A και Ω, αντίστοιχα. Σηµειώνουµε ότι η γεωµετρική

πιθανότητα, όπως εύκολα µπορεί να διαπιστωθεί, ικανοποιεί τις

ανωτέρω επισηµανθείσες ιδιότητες της κλασικής πιθανότητας.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία ακολουθία δύο ϱίψεων ενός συνήθους

νοµίσµατος και το ενδεχόµενο Aj της εµφάνισης σ΄ αυτή j ϕορές της

όψης κεφαλή, j = 0, 1, 2. Να υπολογισθούν οι πιθανότητες P(Aj),

j = 0, 1, 2.

Παρατηρούµε ότι ο δειγµατικός χώρος του απλού στοχαστικού

πειράµατος της i-οστής ϱίψης ενός συνήθους νοµίσµατος είναι το

σύνολο

Ωi ≡ Ω = {γ, κ}, i = 1, 2.

Τα δειγµατικά σηµεία, λόγω του οµογενούς υλικού του νοµίσµατος, είναι

ισοπίθανα :

Pi({γ}) = Pi({κ}) =
1

2
, i = 1, 2.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Ακόµη, ο δειγµατικός χώρος του συνθέτου στοχαστικού πειράµατος µιας

ακολουθίας δύο ϱίψεων ενός συνήθους νοµίσµατος είναι το σύνολο

Ω2 = {(γ, γ), (γ, κ), (κ, γ), (κ, κ)},

το οποίο είναι το καρτεσιανό γινόµενο του Ω = {γ, κ} µε τον εαυτό του.

Στο στοχαστικό αυτό πείραµα ισχύει η (2), επειδή προφανώς το

αποτέλεσµα της πρώτης ϱίψης δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα της

δεύτερης ϱίψης, και έτσι τα 4 δειγµατικά σηµεία του Ω2 είναι ισοπίθανα :

P({(γ, γ)}) = P({(γ, κ)}) = P({(κ, γ)}) = P({(κ, κ)}) =
1

2
·

1

2
=

1

4
.

Εποµένως, εφαρµόζοντας τον κλασικό ορισµό της πιθανότητας και

επειδή

A0 = {(γ, γ)}, A1 = {(γ, κ), (κ, γ)}, A2 = {(κ, κ)},

συνάγουµε τις πιθανότητες

P(A0) =
1

4
, P(A1) =

1

2
, P(A2) =

1

4
.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Παράδειγµα

΄Εστω ότι ένα νόµισµα διαµέτρου r τοποθετείται τυχαία πάνω σε

ορθογώνιο τραπέζι, το οποίο είναι χωρισµένο σε N ορθογώνια µε

πλευρές α και �, όπου α ≤ � και r < α. Να υπολογισθεί η πιθανότητα

όπως το νόµισµα να τοποθετηθεί στο εσωτερικό ορθογωνίου.

Ο δειγµατικός χώρος Ω είναι το ορθογώνιο τραπέζι µε εµβαδό

µ(Ω) = Nα�.

Για τον καθορισµό της περιοχής του τραπεζιού η οποία ορίζεται από το

ενδεχόµενο A, όπως το νόµισµα να τοποθετηθεί στο εσωτερικό

ορθογωνίου, ας ϑεωρήσουµε ένα ορθογώνιο ABΓ∆ µε πλευρές α και

�, όπου α ≤ � και ένα δεύτερο ορθογώνιο EZHΘ κείµενο στο

εσωτερικό του πρώτου ορθογωνίου µε πλευρές παράλληλες στις

πλευρές αυτού και σε απόσταση r/2 απ΄ αυτές.

΄Ενα νόµισµα διαµέτρου r κείται στο εσωτερικό του ορθογωνίου ABΓ∆
αν και µόνο αν το κέντρο O του νοµίσµατος κείται στο εσωτερικό του

ορθογωνίου EZHΘ.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ

Το εµβαδό του ορθογωνίου EZHΘ είναι (α − r)(� − r). Η περιοχή του

τραπεζιού η οποία ορίζεται από το ενδεχόµενο A είναι η ένωση N

τέτοιων ορθογωνίων και έτσι

µ(A) = N(α − r)(� − r).

Εποµένως, σύµφωνα µε τον ορισµό της γεωµετρικής πιθανότητας (3),

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
=

(α − r)(� − r)

α�
=

(
1 −

r

α

) (
1 −

r

�

)
.

Σηµειώνουµε ότι στη µερική περίπτωση τετραγώνων, � = α, η

πιθανότητα αυτή γίνεται

P(A) =

(
1 −

r

α

)2

.



ΑΡΧΕΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ

Ο υπολογισµός της πιθανότητας ενός ενδεχοµένου A στην περίπτωση

πεπερασµένου δειγµατικού χώρου Ω του οποίου τα στοιχεία (δειγµατικά

σηµεία, περιπτώσεις) είναι ισοπίθανα ανάγεται, σύµφωνα µε τον

κλασικό ορισµό της πιθανότητας P(A) = N(A)/N, στον υπολογισµό του

αριθµού N(A) των στοιχείων του A και του αριθµού N ≡ N(Ω) των

στοιχείων του Ω.

Στο εδάφιο αυτό παρουσιάζουµε µερικά ϐασικά στοιχεία της

Συνδυαστικής, τα οποία διευκολύνουν την αντιµετώπιση τέτοιων

προβληµάτων απαρίθµησης.

Η αρχή του αθροίσµατος και η αρχή του γινοµένου (ή

πολλαπλασιαστική αρχή), οι οποίες αποτελούν τις δύο ϐασικές αρχές

απαρίθµησης, µπορούν να διατυπωθούν ως εξής :



ΑΡΧΕΣ ΑΠΑΡΙΘΜΗΣΗΣ

Αρχή του αθροίσµατος. Αν ένα στοιχείο (αντικείµενο) α1 µπορεί να

εκλεγεί κατά κ1 τρόπους και ένα στοιχείο α2 µπορεί να εκλεγεί κατά κ2

τρόπους και η εκλογή του ενός αποκλείει την ταυτόχρονη εκλογή του

άλλου, τότε το στοιχείο α1 ή α2 µπορεί να εκλεγεί κατά κ1 + κ2

τρόπους.

Αρχή του γινοµένου ή πολλαπλασιαστική αρχή. Αν ένα στοιχείο

(αντικείµενο) α1 µπορεί να εκλεγεί κατά κ1 τρόπους και για κάθε ένα

απ΄ αυτούς ένα α2 µπορεί να εκλεγεί κατά κ2 τρόπους, τότε και τα δύο

στοιχεία α1 και α2 µπορούν να εκλεγούν κατά κ1 · κ2 τρόπους.

Σηµειώνουµε ότι οι αρχές αυτές επεκτείνονται άµεσα και σε ν στοιχεία

(αντικείµενα) α1, α2, . . . , αν .



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Ας ϑεωρήσουµε ένα πεπερασµένο σύνολο ν στοιχείων

Ω = {ω1, ω2, . . . , ων}.
∆ιάταξη των ν ανά κ καλείται µία διατεταγµένη συλλογή κ στοιχείων

(α1, α2, . . . , ακ) µε αr ∈ Ω, r = 1, 2, . . . , κ.

Συνδυασµός των ν ανά κ καλείται µία (µη διατεταγµένη) συλλογή κ
στοιχείων {α1, α2, . . . , ακ} µε αr ∈ Ω, r = 1, 2, . . . , κ.

Τα στοιχεία µιας διάταξης ή ενός συνδυασµού είναι είτε διαφορετικά

είτε όχι κατ΄ ανάγκη διαφορετικά στοιχεία του Ω.

Για την πρώτη περίπτωση διατηρούµε την ονοµασία διάταξη ή

συνδυασµός των ν ανά κ, ενώ στη δεύτερη περίπτωση, όπου τα

στοιχεία του Ω επιτρέπεται να επαναλαµβάνονται, χρησιµοποιούµε την

ονοµασία διάταξη ή συνδυασµός των ν ανά κ µε επανάληψη.

Η ειδική περίπτωση διάταξης των ν ανά ν (όλων των ϑεωρουµένων

στοιχείων) καλείται ειδικότερα µετάθεση ν στοιχείων.



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Θεώρηµα

(α) Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ, συµβολιζόµενος µε (ν)κ ,

δίνεται από τη σχέση

(ν)κ = ν (ν − 1) · · · (ν − κ + 1) =
ν!

(ν − κ)!
, (4)

όπου το γινόµενο όλων των ακεραίων από το 1 µέχρι το ν καλείται ν
παραγοντικό και συµβολίζεται µε ν! = 1 · 2 · · · (ν − 1)ν.

Ειδικά, ο αριθµός των µεταθέσεων ν στοιχείων ισούται µε ν!.

(�) Ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ µε επανάληψη,

συµβολιζόµενος µε U(ν, κ), είναι ίσος µε

U(ν, κ) = νκ. (5)



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Απόδειξη.

(α) Σε µια οποιαδήποτε διάταξη (α1, α2, . . . , ακ) των ν στοιχείων του

Ω = {ω1, ω2, . . . , ων} ανά κ, το πρώτο στοιχείο α1 µπορεί να εκλεγεί

από το σύνολο των ν στοιχείων, ενώ µετά την εκλογή του πρώτου

στοιχείου, το δεύτερο στοιχείο α2, επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό

από το α1, µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των υπολοίπων ν − 1

στοιχείων.

Τελικά, µετά την εκλογή των στοιχείων α1, α2, . . . , ακ−1, το τελευταίο

στοιχείο ακ , επειδή πρέπει να είναι διαφορετικό από τα κ − 1

προηγούµενα στοιχεία, µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των

υπολοίπων ν − (κ − 1) = ν − κ + 1 στοιχείων. ΄Ετσι, σύµφωνα µε την

πολλαπλασιαστική αρχή, συνάγουµε το πρώτο µέρος της (4).

Πολλαπλασιάζοντας την έκφραση αυτή µε (ν − κ)(ν − κ − 1) · · · 2 · 1
και µετά διαιρώντας µε (ν − κ)! = 1 · 2 · · · (ν − κ − 1)(ν − κ),

συµπεραίνουµε το δεύτερο µέρος της (4). �



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Στη µερική περίπτωση κ = ν συνάγουµε τον αριθµό των µεταθέσεων ν
στοιχείων. Σηµειώνουµε ότι το παραγοντικό του µηδενός λαµβάνεται,

κατά συµφωνία, ίσο µε τη µονάδα, 0! = 1.

(ϐ) Παρατηρούµε ότι σε µία οποιαδήποτε διάταξη (α1, α2, . . . , ακ) των ν
στοιχείων του Ω = {ω1, ω2, . . . , ων} ανά κ µε επανάληψη οποιοδήποτε

στοιχείο αi µπορεί να εκλεγεί από το σύνολο των ν στοιχείων του Ω.

΄Ετσι, σύµφωνα µε την πολλαπλαιαστική αρχή, συνάγεται η (5).



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Πόρισµα

Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ συµβολιζόµενος µε
(
ν
κ

)
,

δίνεται από τη σχέση(
ν

κ

)
=

(ν)κ
κ!

=
ν!

κ!(ν − κ)!
, (6)



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Απόδειξη.

Σε κάθε συνδυασµό {α1, α2, . . . , ακ} των ν στοιχείων του Ω ανά κ
αντιστοιχούν κ! διατάξεις των ν ανά κ, οι οποίες προκύπτουν µε

µετάθεση των κ στοιχείων του κατά όλους τους κ! το πλήθος δυνατούς

τρόπους.

Επιπλέον σε κάθε διάταξη (α1, α2, . . . , ακ) των ν στοιχείων του Ω ανά κ
αντιστοιχεί ένας και µόνο συνδυασµός των ν ανά κ και συγκεκριµένα ο

συνδυασµός {α1, α2 . . . , ακ} που περιλαµβάνει τα στοιχεία της διάταξης

ανεξάρτητα σειράς.

Εποµένως ο αριθµός των διατάξεων των ν ανά κ είναι ίσος µε κ!
ϕορές τον αριθµό των συνδυασµών των ν ανά κ και έτσι

χρησιµοποιώντας την (4) συνάγουµε την (6). �



ΣΥΝ∆ΥΑΣΜΟΙ ΚΑΙ ∆ΙΑΤΑΞΕΙΣ

Ο υπολογισµός του αριθµού των συνδυασµών ν στοιχείων ανά κ µε

επανάληψη δύναται να αναχθεί στον υπολογισµό των συνδυασµών

ν + κ − 1 στοιχείων ανά κ (χωρίς επανάληψη). Οι λεπτοµέρειες της

αναγωγής αυτής είναι αρκετά τεχνικές και παραλείπονται.

Πόρισµα

Ο αριθµός των συνδυασµών των ν ανά κ µε επανάληψη είναι ίσος µε(
ν + κ − 1

κ

)
=
ν (ν + 1) · · · (ν + κ − 1)

κ!
=

(ν + κ − 1)!

κ!(ν − 1)!
. (7)



ΕΜΠΕΙΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ

Ο Richard Von Mises (1883-1953) διατύπωσε τον ακόλουθο ορισµό της

πιθανότητας.

Ας υποθέσουµε ότι ένα στοχαστικό πείραµα ή ϕαινόµενο, µε

δειγµατικό χώρο Ω, µπορεί να εκτελεσθεί κάτω από τις ίδιες συνθήκες

απεριόριστο αριθµό ϕορών και ας ϑεωρήσουµε ένα οποιοδήποτε

ενδεχόµενο A.

΄Εστω ότι σε ν εκτελέσεις του στοχαστικού αυτού πειράµατος ή

ϕαινοµένου το ενδεχόµενο A έχει πραγµατοποιηθεί nν(A) ϕορές.

Αν υπάρχει το όριο της σχετικής συχνότητας nν(A)/ν όταν το ν τείνει

στο άπειρο τούτο ορίζει, σύµφωνα µε τον Von Mises, την πιθανότητα του

ενδεχοµένου A,

P(A) = lim
ν→∞

nν(A)

ν
. (8)

Η πιθανότητα αυτή αναφέρεται ως εµπειρική ή στατιστική πιθανότητα.


