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ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

΄Ενωση ενδεχοµένων

Η ένωση δύο ενδεχοµένων A και B (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω),

συµβολιζόµενη µε A ∪ B, είναι το ενδεχόµενο

A ∪ B = {ω ∈ Ω : ω ∈ A ή ω ∈ B},

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ενδεχόµενα A και B.

Γενικότερα, η ένωση των ενδεχοµένων A1,A2, . . . ,Aν , συµβολιζόµενη

µε A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν ή συνοπτικά µε
⋃ν

j=1
Aj , είναι το ενδεχόµενο

ν⋃
j=1

Aj = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν

= {ω ∈ Ω : ω ∈ Aj για έναν τουλάχιστο δείκτη j = 1, 2, . . . , ν},

της πραγµατοποίησης ενός τουλάχιστο από τα ν ενδεχόµενα

A1,A2, . . . ,Aν .



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

΄Ενωση ενδεχοµένων (Συνέχεια)

Η έννοια της ένωσης επεκτείνεται άµεσα και σε άπειρο πλήθος

ενδεχοµένων A1,A2, . . . ,Aν, . . . ,

∞⋃
j=1

Aj = A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν ∪ · · ·

= {ω ∈ Ω : ω ∈ Aj για έναν τουλάχιστο δείκτη j = 1, 2, . . .}.



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

Τοµή ενδεχοµένων

Η τοµή δύο ενδεχοµένων A και B (ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω),

συµβολιζόµενη µε A ∩ B ≡ AB, είναι το ενδεχόµενο

A ∩ B ≡ AB = {ω ∈ Ω : ω ∈ A και ω ∈ B},

της πραγµατοποίησης και των δύο ενδεχοµένων A και B.

Γενικότερα, η τοµή των ενδεχοµένων A1,A2, . . . ,Aν , συµβολιζόµενη

µε A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aν ≡ A1A2 · · ·Aν ή συνοπτικά µε
⋂ν

j=1
Aj , είναι το

ενδεχόµενο

ν⋂
j=1

Aj = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aν ≡ A1A2 · · ·Aν

= {ω ∈ Ω : ω ∈ Aj για όλους τους δείκτες j = 1, 2, . . . , ν},

της πραγµατοποίησης και των ν ενδεχοµένων A1,A2, . . . ,Aν .



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

Τοµή ενδεχοµένων (Συνέχεια)

Η έννοια της τοµής επεκτείνεται άµεσα και σε άπειρο πλήθος

ενδεχοµένων A1,A2, . . . ,
Aν, . . . ,

∞⋂
j=1

Aj = A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aν ∩ · · · ≡ A1A2 · · ·Aν · · ·

= {ω ∈ Ω : ω ∈ Aj για όλους τους δείκτες j = 1, 2, . . .}.

∆ύο ενδεχόµενα A και B καλούνται ξένα ή αµοιβαίως αποκλειόµενα

αν δεν περιέχουν κοινά στοιχεία, A ∩ B = ∅.

Γενικότερα, τα ενδεχόµενα A1,A2, . . . ,Aν καλούνται κατά ζεύγη ξένα

ή αµοιβαίως αποκλειόµενα αν Ai ∩ Aj = ∅ για όλα τα Ϲεύγη (σύνολα)

δεικτών {i, j}, i , j, από το σύνολο των δεικτών {1, 2, . . . , ν}.



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

Αντίθετο ή συµπληρωµατικό ενδεχόµενο

Το συµπλήρωµα ενός ενδεχοµένου A (ως προς ένα δειγµατικό χώρο

Ω), συµβολιζόµενο µε A
′ ή A

c , είναι το ενδεχόµενο

A
′ = {ω ∈ Ω : ω < A},

της µη πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου A.

Το ενδεχόµενο A
′ καλείται αντίθετο (ή συµπληρωµατικό) του

ενδεχοµένου A.



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

∆ιαφορά ενδεχοµένων

Η διαφορά του ενδεχοµένου B από το ενδεχόµενο A (ως προς ένα

δειγµατικό χώρο Ω), συµβολιζόµενη µε A − B, είναι το ενδεχόµενο

A − B = {ω ∈ Ω : ω ∈ A και ω < B},

της πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου A και της µη

πραγµατοποίησης του ενδεχοµένου B.

Σηµειώνουµε ότι A − B = A ∩ B
′.



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

Τύποι De Morgan

Αν A1,A2, . . . ,Aν είναι ενδεχόµενα ως προς ένα δειγµατικό χώρο Ω,

τότε

(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν)
′ = A

′
1 ∩ A

′
2 ∩ · · · ∩ A

′
ν,

(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aν)
′ = A

′
1 ∪ A

′
2 ∪ · · · ∪ A

′
ν

και γενικότερα για άπειρο πλήθος ενδεχοµένων A1,A2, . . . ,Aν, . . . ,

(A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ Aν ∪ · · · )
′ = A

′
1 ∩ A

′
2 ∩ · · · ∩ A

′
ν ∩ · · · ,

(A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Aν ∩ · · · )
′ = A

′
1 ∪ A

′
2 ∪ · · · ∪ A

′
ν ∪ · · · .



ΠΡΑΞΕΙΣ ΣΤΑ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΑ

Καρτεσιανό γινόµενο

΄Ενα Ϲεύγος στοιχείων α και � (όχι κατ΄ ανάγκη διαφορετικών) στο οποίο

το α ϑεωρείται ως πρώτο και το � ως δεύτερο στοιχείο καλείται

διατεταγµένο ζεύγος και σηµειώνεται µε (α, �).

Το καρτεσιανό γινόµενο δύο συνόλων A και B, συµβολιζόµενο µε

A × B, είναι το σύνολο

A × B = {(α, �) : α ∈ A, � ∈ B}.

Ο ορισµός αυτός επεκτείνεται και για ν σύνολα A1,A2, . . . ,Aν ως εξής :

A1×A2×· · ·×Aν = {(α1, α2, . . . , αν) : α1 ∈ A1, α2 ∈ A2, . . . , αν ∈ Aν}.

Ειδικά, αν A1 = A2 = · · · = Aν ≡ A, το καρτεσιανό γινόµενο

συµβολίζεται µε A
ν .



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Παράδειγµα

(α) Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα της ϱίψης ενός

νοµίσµατος. Ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού πειράµατος

είναι το σύνολο

Ω = {γ, κ},

όπου σηµειώνεται µε γ η όψη γράµµατα και µε κ η όψη κεφαλή (ή

κορώνα). Τα υποσύνολα του Ω

A = {γ} και B = {κ}

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα εµφάνισης της όψης γράµµατα και

κεφαλή, αντίστοιχα.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

(ϐ) Ας ϑεωρήσουµε τώρα το στοχαστικό πείραµα µιας ακολουθίας 2

ϱίψεων ενός νοµίσµατος. Το οποιοδήποτε αποτέλεσµα των 2 ϱίψεων

δύναται να παρασταθεί από ένα διατεταγµένο Ϲεύγος του οποίου το

πρώτο στοιχείο είναι το αποτέλεσµα της πρώτης ϱίψης και το δεύτερο

στοιχείο το αποτέλεσµα της δεύτερης ϱίψης. ΄Ετσι ο δειγµατικός χώρος

του συνθέτου στοχαστικού πειράµατος είναι το σύνολο

Ω2 = {(γ, γ), (γ, κ), (κ, γ), (κ, κ)},

το οποίο είναι το καρτεσιανό γινόµενο του Ω = {γ, κ} µε τον εαυτό του.

Τα υποσύνολα του Ω2
,

A0 = {(γ, γ)}, A1 = {(γ, κ), (κ, γ)} και A2 = {(κ, κ)}

είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης 0, 1 και 2 ϕορές της όψης κεφαλή,

αντίστοιχα.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

(γ) Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα µιας ακολουθίας ϱίψεων

ενός νοµίσµατος, η οποία τερµατίζεται όταν εµφανισθεί για πρώτη

ϕορά η όψη κεφαλή (ή κορώνα). ΄Ενας κατάλληλος δειγµατικός χώρος

είναι το σύνολο

W = {(κ), (γ, κ), (γ, γ, κ), . . . , (γ, γ, . . . , γ, κ), . . .}.

Παρατηρούµε ότι οι δειγµατικοί χώροι Ω και Ω2
είναι πεπερασµένοι,

ενώ ο δειγµατικός χώρος W είναι αριθµησίµως άπειρος.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Παράδειγµα

(α) Ας ϑεωρήσουµε το στοχαστικό πείραµα της ϱίψης ενός κύβου. Ο

δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Τα σύνολα

A1 = {1}, A2 = {2}, A3 = {3}, A4 = {4}, A5 = {5} και A6 = {6}

είναι τα στοιχειώδη ενδεχόµενα της εµφάνισης του αριθµού 1, 2, 3, 4, 5
και 6, αντίστοιχα.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Τα σύνολα

B1 = {1}, B2 = {1, 2}, B3 = {1, 2, 3}, B4 = {1, 2, 3, 4},

B5 = {1, 2, 3, 4, 5} και B6 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

είναι τα ενδεχόµενα εµφάνισης αριθµού µικροτέρου ή ίσου του

1, 2, 3, 4, 5 και 6, αντίστοιχα.

Ας σηµειωθεί ότι

B1 = A1, B2 = A1 ∪ A2, B3 = A1 ∪ A2 ∪ A3,

B4 = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4, B5 = A1 ∪ A2 ∪ A3 ∪ A4 ∪ A5, B6 = Ω.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

(ϐ) Ας ϑεωρήσουµε στη συνέχεια το στοχαστικό πείραµα της ϱίψης δύο

κύβων. Στην περίπτωση που οι κύβοι είναι διακεκριµένοι (άσπρος και

µαύρος), το οποιοδήποτε αποτέλεσµα του πειράµατος δύναται να

παρασταθεί από ένα διατεταγµένο Ϲεύγος του οποίου το πρώτο

στοιχείο είναι το αποτέλεσµα της ϱίψης του άσπρου και το δεύτερο

στοιχείο το αποτέλεσµα της ϱίψης του µαύρου κύβου. ΄Ετσι ο

δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο

Ω2 = {(i, j) : i = 1, 2, . . . , 6, j = 1, 2, . . . , 6},

το οποίο είναι το καρτεσιανό γινόµενο του Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} µε τον

εαυτό του και περιλαµβάνει 36 δειγµατικά σηµεία. Το σύνολο

A = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)}

είναι το ενδεχόµενο το άθροισµα των ενδείξεων των δύο κύβων να

είναι 4.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Στην περίπτωση που οι κύβοι δεν είναι διακεκριµένοι, το οποιοδήποτε

αποτέλεσµα του πειράµατος που µπορούµε να διακρίνουµε δύναται να

παρασταθεί από ένα µη διατεταγµένο Ϲεύγος µε στοιχεία τα δύο

αποτελέσµατα της ϱίψης των κύβων. ΄Ετσι ο δειγµατικός χώρος του

στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το σύνολο

W = {{i, j} : i = 1, 2, . . . , j, j = 1, 2, . . . , 6},

το οποίο περιλαµβάνει 21 δειγµατικά σηµεία. Σηµειώνουµε ότι το

ενδεχόµενο το άθροισµα των ενδείξεων των δύο κύβων να είναι 4

εκφράζεται στην περίπτωση αυτή από το σύνολο

B = {{1, 3}, {2, 2}}.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Παράδειγµα 2 (Συνέχεια)

Θεωρητικά και οι δύο δειγµατικοί χώροι Ω2 και W είναι κατάλληλοι για τη

πιθανοθεωρητική µελέτη του στοχαστικού πειράµατος της ϱίψης δύο

κύβων ανεξάρτητα από το αν είναι ή όχι διακεκριµένοι.

Το πλεονέκτηµα του Ω2 έναντι του W έχει σχέση µε τη δυνατότητα

εφαρµογής του ισοπιθάνου των δειγµατικών σηµείων. Το στοιχείο αυτό

εξετάζεται µετά την εισαγωγή της κλασικής πιθανότητας.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε µία κληρωτίδα η οποία περιέχει 5 σφαιρίδια

αριθµηµένα από το 1 µέχρι το 5. ΄Εστω ότι σε µία πρώτη κλήρωση ένα

σφαιρίδιο εξάγεται τυχαία.

Ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού πειράµατος είναι το

σύνολο

W1 = Ω = {1, 2, 3, 4, 5}.

΄Εστω ότι, χωρίς επανάθεση στην κληρωτίδα του σφαιριδίου που

εξάγεται στην πρώτη κλήρωση, σε µία δεύτερη κλήρωση ένα σφαιρίδιο

εξάγεται τυχαία.

Ο δειγµατικός χώρος του επίσης απλού στοχαστικού πειράµατος της

δεύτερης κλήρωσης είναι ένα υποσύνολο W2 του Ω = {1, 2, 3, 4, 5} µε

4 άγνωστα στοιχεία εκτός αν το αποτέλεσµα της πρώτης κλήρωσης

καταστεί γνωστό.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Συνθέτοντας τα δύο αυτά στοχαστικά πειράµατα, ας ϑεωρήσουµε το

σύνθετο στοχαστικό πείραµα της διαδοχικής εξαγωγής δύο σφαιριδίων

χωρίς επανάθεση. Το οποιοδήποτε αποτέλεσµα του πειράµατος

δύναται να παρασταθεί από ένα διατεταγµένο Ϲεύγος του οποίου το

πρώτο στοιχείο είναι από το σύνολο W1 και το δεύτερο στοιχείο από το

σύνολο W2. ΄Ετσι ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού

πειράµατος είναι το σύνολο

W = {(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (2, 1), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2),

(3, 4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4)},

το οποίο περιλαµβάνει 5 · 4 = 20 δειγµατικά σηµεία. Το ενδεχόµενο A

εξαγωγής των σφαιριδίων µε τους αριθµούς 1 και 2 είναι το σύνολο

A = {(1, 2), (2, 1)}.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Στην περίπτωση που δεν ενδιαφέρει η σειρά εξαγωγής των σφαιριδίων,

κατάλληλος δειγµατικός χώρος για το σύνθετο πείραµα της διαδοχικής

εξαγωγής δύο σφαιριδίων χωρίς επανάθεση (ή της ταυτόχρονης

εξαγωγής δύο σφαιριδίων) είναι και το σύνολο

S = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}},

το οποίο περιλαµβάνει 10 δειγµατικά σηµεία. Σηµειώνουµε ότι το

ενδεχόµενο εξαγωγής των σφαιριδίων µε τους αριθµούς 1 και 2

εκφράζεται στην περίπτωση αυτή από το µονοσύνολο

B = {{1, 2}}.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Παράδειγµα

Ο χρόνος που µεσολαβεί µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων σ΄

ένα τηλεφωνικό κέντρο παροχής πληροφοριών, λόγω διαφόρων

αστάθµητων παραγόντων, δεν είναι προκαθορισµένος. ΄Ετσι το

ϕαινόµενο αυτό δύναται να ϑεωρηθεί ως στοχαστικό. ΄Ενας κατάλληλος

δειγµατικός χώρος για τη µελέτη του είναι το σύνολο

Ω = {t ∈ R : 0 < t < θ},

όπου t παριστάνει τον ενδιάµεσο χρόνο µεταξύ διαδοχικών

τηλεφωνικών κλήσεων και ο µέγιστος ενδιάµεσος χρόνος θ είναι ένας

ϑετικός πραγµατικός αριθµός.



ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ∆ΕΙΓΜΑΤΙΚΩΝ ΧΩΡΩΝ ΚΑΙ ΕΝ∆ΕΧΟΜΕΝΩΝ

Το ενδεχόµενο A ο χρόνος µεταξύ διαδοχικών τηλεφωνικών κλήσεων

να µη ξεπεράσει συγκεκριµένο χρόνο α, µε 0 < α < θ, είναι το σύνολο

A = {t ∈ R : 0 < t ≤ α},

ενώ το συµπληρωµατικό του ενδεχόµενο είναι το σύνολο

A
′ = {t ∈ R : α < t < θ}.

Σηµειώνουµε ότι ο δειγµατικός χώρος του στοχαστικού αυτού

πειράµατος είναι µη αριθµήσιµος και ειδικότερα είναι συνεχής.


