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Σύνδεση της Θεωρίας Αριθμών 

με τη Γεωμετρία 

Παναγιώτης Τσαγκάρης 
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Οι Πυθαγόρειοι συνδέανε την Θεωρία Αριθμών με την 

Γεωμετρία. Μία τέτοια σύνδεση με έχει προκύψει από το 

Πυθαγόρειο θεώρημα. 

 

Οι Πυθαγόρειοι ενδιαφέρθηκαν για ορθογώνια τρίγωνα που 

τα μήκη των πλευρών τους είναι θετικοί ακέραιοι αριθμοί. Τα 

οποία σήμερα ονομάζονται Πυθαγόρεια τρίγωνα. 

 

Αν x, y, z είναι οι πλευρές ενός Πυθαγορείου τριγώνου τότε η 

τριάδα (x, y, z) λέγεται Πυθαγόρεια τριάδα, δηλαδή οι x, y, 

z είναι φυσικοί αριθμοί με την ιδιότητα           x2 + y2 = z2  
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Πρόβλημα 1: Ζητείται το πλήθος των Πυθαγόρειων 

τριγώνων, δηλαδή ζητείται  το πλήθος των Πυθαγόρειων 

τριάδων. 

Οι Πυθαγόρειοι ήταν οι πρώτοι που έδωσαν μια μέθοδο 

προσδιορισμού (άπειρων) Πυθαγόρειων τριάδων. Η μέθοδος 

αυτή είναι η εξής. 

Έστω n>1 περιττός αριθμός και  

x = n ,    y = 1/2 (n2-1) ,    z = 1/2 (n2+1) 

τότε η τριάδα  (x, y, z)  είναι Πυθαγόρεια. 

Αριθμητικό παράδειγμα 

n=3  =>  (3, 4, 5) 

n=5  =>  (5, 12, 13) 

n=7  =>  (7, 24, 25) 
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Πρόβλημα 2: Να βρεθούν όλες οι Πυθαγόρειες τριάδες.  

Η λύση που έδωσαν οι Πυθαγόρειοι στο Πρόβλημα 2 είναι 

παράλληλη με τη λύση Βαβυλωνίων. 

 

 

Λύση: 
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Θεώρημα: Όλες οι ακέραιες (θετικές) λύσεις της Δ.Ε. 
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Εικασία Fermat (Τελευταίο θεώρημα του Fermat) 

Έστω n ≥ 3 ακέραιος. Τότε η Διοφαντική εξίσωση 

xn + yn = zn , με xyz ≠ 0 

δεν έχει ακέραιες λύσεις. 

 

Έχει λυθεί στις 24-6-1993 από τον Andrew Wiles και 

δημοσιεύτηκε στο Annals of Math. 141(1995) p.p 443-551 
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Έστω xoy ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο 

R2 . Αν Μ τυχόν σημείο του R2 με συντεταγμένες x, y τότε το 

σημείο  M = (x,y) λέγεται συνδεσμικό σημείο (lattice 

point), αν x, y είναι ακέραιοι αριθμοί. 

 Αν P τυχόν πολύγωνο στο επίπεδο R2 , τότε το P 

λέγεται συνδεσμικό πολύγωνο, αν όλες οι κορυφές του είναι 

συνδεσμικά σημεία.  

 

Μια άλλη σύνδεση με την Γεωμετρία είναι η εξής: 

(βλέπε I. Niven, Lattice points and polygonal area, Amer. Math. 

Monthly 74(1967) pp 1195-1200.) 
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Εφαρμόζοντας το θεώρημα του Pick στο τρίγωνο με κορυφές 

τα σημεία (0, 0 ), (n, 0 ) και (n, k ) καταλήγουμε: 

Πρόταση 1: Έστω Τ ορθογώνιο τρίγωνο με κορυφές τα 

σημεία (0, 0), (n, 0),(n, k), όπου n, k είναι θετικοί ακέραιοι 

αριθμοί και i o αριθμός των συνδεσμικών σημείων στο 

εσωτερικό του Τ. Να δειχτεί ότι : 

   kn = 2i – 2 + d + n + k 

όπου d = (n, k) 
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kx-ny = 0   (*) 

Έστω d=(k,n) και d|0, τότε η (*) έχει ακέραιες λύσεις και 

δίνονται ως εξής: 

x=x0- ( n/d )t 

y=y0- ( k/d )t 

t=0,±1, ±2,.. και (x0, y0) μια ακέραια λύση της. 

Επομένως οι μη αρνητικές ακέραιες λύσεις της (*) δίνονται 

από τους εξής περιορισμούς 

0≤ x ≤ n και 0 ≤ y ≤ k 

δηλαδή  

0≤ -( n/d )t ≤ n και 0 ≤ -( k/d )t ≤ k 

Συνεπώς 0 ≤ -t ≤ d 

Άρα ο –t λαμβάνει d+1 τιμές τις εξής –t = 0,1,…,d 

Επομένως το (L) έχει συνολικά d+1 συνδεσμικά σημεία. 
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Έστω r ο αριθμός των συνδεσμικών σημείων επάνω στην 

περίμετρο του Τ. Τότε θα είναι  r = n + k -1 +d +1 = n +k +d 

Επομένως  

E = 1/2 kn και E = i – 1 + r/2 = i -1 + (n + k + d) / 2  

Άρα   kn = 2i -2 + n + k +d 
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Πρόταση 2: Έστω Τ ορθογώνιο τρίγωνο με κορυφές τα 

σημεία (0, 0), (n, 0),(n, k), όπου n, k είναι θετικοί ακέραιοι 

αριθμοί και i o αριθμός των συνδεσμικών σημείων στο 

εσωτερικό του Τ. Να δειχτεί ότι : 
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Από τις Προτάσεις 1 και 2 προκύπτει το εξής: 

Θεώρημα 3: Έστω n>1, k θετικοί ακέραιοι με d = (n, k). 

Τότε ισχύει: 

 

Θεώρημα 4 (Κριτήριο για πρώτους αριθμούς) : Έστω n φυσικός 
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Μια άλλη σύνδεση με την γεωμετρία είναι η εξής: 
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Κάθε αριθμός της μορφής T (n) = n (n+1) / 2, όπου n φυσικός 

αριθμός, λέγεται τρίγωνος αριθμός, ενώ ο αναγωγικός τύπος τους 

είναι T (n) = Τ (n-1)+n για κάθε n >1  
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Πρόβλημα: Πότε ο αριθμός x2+(x+1)2 είναι σύνθετος; 

 x=1  12+22=5 

 x=2  22+32=13 

 x=3  32+42=25 σύνθετος 

 x=4  42+52=41 

 x=5  52+62=61 

 x=6  62+72=85 σύνθετος 

 

Τη λύση του προβλήματος την έδωσε 
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    Πράγματι αν θέσουμε όπου n = T(n) στον αναγωγικό τύπο 

για τρίγωνους αριθμούς προκύπτει: 

     T(T(n)) = T (T(n)-1)+ T(n) για κάθε n > 1 
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