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ΘΕΜΑ 1. (α) Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και d((x1, y1), (x2, y2)) =
max{ρ(x1, x2), σ(y1, y2)}, για κάθε x1, x2 ∈ X και y1, y2 ∈ Y . Να δείξετε ότι
η d είναι µετρική στο X × Y και να εξετάσετε αν είναι µετρική-γινόµενο.

(ϐ) Εστω (E, ‖ ‖) χώρος µε νόρµα. Να δείξετε ότι για κάθε x ∈ E και r > 0,
diam(B(x, r)) = 2r. Ισχύει αυτό σε τυχαίο µετρικό χώρο ;
ΘΕΜΑ 2. Εστω (X, d) µετρικός χώρος και ∅ 6= A,B ⊆ X. Να δείξετε ότι :

(α) A ∩B = ∅ ⇒ Ao ∩B = ∅.
(ϐ) (A ∩B)o = Ao ∩Bo.
(γ) A ανοιχτό⇔ ∂A ⊆ Ac.
(δ) dist(A,B) = dist(A,B).

ΘΕΜΑ 3. Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . Να δείξετε ότι :
(α) Αν f συνεχής, τότε το γράφηµα Gr(f) = {(x, f(x)) : x ∈ X} είναι κλειστό

ως προς οποιαδήποτε µετρική-γινόµενο του X × Y . Ισχύει το αντίστροφο ;
(ϐ) Αν K ⊆ X ϕραγµένο και f Lipschitz-συνεχής, τότε f(K) ϕραγµένο.
(γ) f συνεχής⇔ ∀A ⊆ X : f(A) ⊆ f(A).

ΘΕΜΑ 4. Εστω f : (X, ρ) → (Y, σ) οµοιοµορφισµός. Εξετάστε αν αληθεύουν οι
επόµενες προτάσεις :

(α) (X, ρ) συµπαγής⇔ (Y, σ) συµπαγής.
(ϐ) (X, ρ) πλήρης⇔ (Y, σ) πλήρης.
(γ) (X, ρ) ολικά ϕραγµένος⇔ (Y, σ) ολικά ϕραγµένος.
(δ) (X, ρ) διαχωρίσιµος⇔ (Y, σ) διαχωρίσιµος.

ΘΕΜΑ 5. (α) Εστω (X, ρ), (Y, σ) µετρικοί χώροι και d µετρική-γινόµενο στον
X × Y . Εξετάστε αν ισχύει η ισοδυναµία: (X × Y, d) συµπαγής ⇔ (X, ρ) και
(Y, σ) συµπαγείς.

(ϐ) Εστω (X, ρ) πλήρης µετρικός χώρος και f : X → Y συνεχής. Να δείξετε ότι
αν (En) είναι ϕθίνουσα ακολουθία κλειστών υποσυνόλων τουX µε diam(En)→ 0,
τότε

f(
⋂
n∈N

En) =
⋂
n∈N

f(En).

ΘΕΜΑ 6. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεν fn(t) = 1
n2 e
−n2t2 , t ∈ R.

(α) Να δείξετε ότι η (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα σε κάποια f .
(ϐ) Εξετάστε αν f ′n → f ′ οµοιόµορφα.
(γ) Εξετάστε αν η σειρά

∑∞
n=1 fn(t) συγκλίνει οµοιόµορφα.
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