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1. 'Estw (X, d) kai (Y, ρ) metrikoÐ q¸roi kai h : X → Y omoiomorfismìc. Exet�ste poiec apì tic epìmenec

prot�seic eÐnai alhjeÐc kai poiec yeudeÐc. Aitiolog ste thn ap�nths  sac pl rwc (apìdeixh gia alhjeÐc  

antipar�deigma gia yeudeÐc prot�seic, antÐstoiqa).

(a) O X eÐnai olik� �ragmènoc an kai mìno an o Y eÐnai olik� �ragmènoc.

(�) O X eÐnai diaqwrÐsimoc an kai mìno an o Y eÐnai diaqwrÐsimoc.

(g) O X eÐnai pl rhc an kai mìno an o Y eÐnai pl rhc.

(2 mon.)

2. (a) 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, (xn)n∈N akoloujÐa ston X kai A = {xn : n ∈ N}. DeÐxte ìti an x ∈ A′,

tìte up�rqei upakoloujÐa (xnk
)k∈N thc (xn)n∈N pou sugklÐnei sto x. (UpenjÔmish: A′ sumbolÐzei to sÔnolo

twn shmeÐwn suss¸reushc tou A ston X.)

(�) 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai (xn)n∈N akoloujÐa ston X qwrÐc kajìlou upakoloujiak� ìria (dhlad 

kamÐa upakoloujÐa thc den sugklÐnei). DeÐxte ìti tìte to A = {xn : n ∈ N} eÐnai kleistì.

(1.75 mon.)

3. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc kai A mh kenì uposÔnolo tou X. UpenjumÐzetai ìti, gia x ∈ X, dist(x,A) :=
inf {d(x, y) : y ∈ A} eÐnai h apìstash tou x apì to A.

(a) DeÐxte ìti dist(x,A) = 0 an kai mìno an x ∈ A.

(�) DeÐxte ìti h sun�rthsh f(x) := dist(x,A), x ∈ X, eÐnai suneq c.

(g) dist(x,A) = dist(x,A) gia k�je x ∈ X.

(2.25 mon.)

4. 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc.
(a) An A ⊆ X, deÐxte ìti to eswterikì Ao tou A eÐnai anoiktì sÔnolo kai ìti an A ⊆ B ⊆ X, tìte Ao ⊆ Bo.

(�) An A,B ⊆ X, deÐxte ìti Ao ∩ Bo ⊆ (A ∩ B)o kai Ao ∪ Bo ⊆ (A ∪ B)o. Exet�ste kat� pìso isqÔoun

isìthtec Ao ∩Bo = (A∩B)o kai/  Ao ∪Bo = (A∪B)o. AitiologeÐste thn ap�nths  sac dÐnontac apìdeixh  

antipar�deigma gia k�je mÐa apì tic isìthtec.

(g) 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc, G ⊆ X anoiktì, kai (xn)n∈N akoloujÐa ston X h opoÐa sugklÐnei se k�poio

x ∈ G. DeÐxte ìti up�rqei nG ∈ N tètoio ¸ste B(xn, 1/
√
n) ⊆ G gia k�je n > nG, ìpou B(xn, 1/

√
n) h

anoikt  mp�la kèntrou xn kai aktÐnac 1/
√
n.

(2 mon.)

5. (a) 'Estw (X, d) kai (Y, ρ) metrikoÐ q¸roi kai h : X → Y èna proc èna kai epÐ sun�rthsh pou eÐnai epÐshc

suneq c. DeÐxte ìti an o X eÐnai sumpag c tìte h h eÐnai omoiomorfismìc.

(�) 'Estw (X, d) pl rhc metrikìc q¸roc kai x ∈ X. ApodeÐxte ìti h kleist  monadiaÐa mp�la B̄(x, 1) =
{y ∈ X : d(x, y) 6 1} eÐnai sumpag c an kai mìno an eÐnai olik� �ragmènh.

(g) 'Estw (X, d) metrikìc q¸roc me thn ex c idiìthta : gia k�je oikogèneia Fi, i ∈ I, mh ken¸n kleist¸n

uposunìlwn tou X gia thn opoÐa k�je peperasmènh tom  Fi1 ∩ · · · ∩ Fim , m ∈ N, i1, . . . , im ∈ I, eÐnai mh
ken , h tom  ìlwn twn Fi eÐnai mh ken , dhlad  isqÔei ìti

∩
i∈I Fi ̸= ∅. DeÐxte ìti tìte o X eÐnai sumpag c.

(2 mon.)

6. (a) Exet�ste an sugklÐnei kat� shmeÐo h akoloujÐa sunart sewn fn : [0, 1] → R me

fn(x) =
√
nx2(1− x2)n x ∈ [0, 1], n ∈ N.

Exet�ste epÐshc an sugklÐnei omoiìmorfa sto [0, 1].
(�) Exet�ste an sugklÐnei omoiìmorfa sto R h seir� sunart sewn

∞∑
n=1

sin(n2x)

n(x2 + n)
.

(2 mon.)

Kal  epituqÐa !


