
Πραγµατική Ανάλυση (2016–17)

Ενδιάµεση Εξέταση – 03 ∆εκεµβρίου 2016

1. (α) Εξετάστε αν η επόµενη πρόταση είναι αληθής ή ψευδής (αιτιολογήστε την απάντησή σας).
΄Εστω X ̸= ∅ σύνολο και d, ρ : X × X → [0,+∞) δύο ισοδύναµες µετρικές στον X. ΄Ενα x ∈ X
είναι σηµείο συσσώρευσης του µετρικού χώρου (X, d) αν και µόνο αν είναι σηµείο συσσώρευσης του
µετρικού χώρου (X, ρ).
(ϐ) Θεωρούµε το R µε τη συνήθη µετρική. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς
(αιτιολογήστε την απάντησή σας).

(i) Αν A ⊆ R και Q ⊆ A, τότε A′ = R. (A′ το σύνολο των σηµείων συσσώρευσης του A.)

(ii) Αν A ⊆ B ⊆ R και το x είναι µεµονωµένο σηµείο του A, τότε το x είναι µεµονωµένο σηµείο του
B.

(2 µον.)

2. (α) ΄Εστω (X, d) και (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : X → Y συνάρτηση. Αποδείξτε ότι η f είναι
συνεχής αν και µόνο αν f(A) ⊆ f(A) για κάθε A ⊆ X.
(ϐ) Αν η f : X → Y είναι συνεχής, ισχύει πάντα η ισότητα f(A) = f(A); Αιτιολογείστε την απάντησή
σας.

(3 µον.)

3. (α) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και G1, . . . , Gn ανοικτά υποσύνολα του X. ∆είξτε ότι το G =
G1 ∩ · · · ∩Gn είναι ανοικτό.
(ϐ) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος και έστω G ανοικτό υποσύνολο του X. Αν A ⊆ X δείξτε ότι G∩A ̸= ∅
αν και µόνο αν G ∩A ̸= ∅.

(2 µον.)

4. (α) ΄Εστω (X, d) και (Y, ρ) µετρικοί χώροι και f : X → Y . Το γράϕηµα της f είναι το σύνολο

Γ(f) := {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊆ X × Y.

∆είξτε ότι, αν η f είναι συνεχής συνάρτηση, τότε το γράϕηµα Γ(f) της f είναι κλειστό στον X × Y ως
προς οποιαδήποτε µετρική γινόµενο στον X × Y .
(ϐ) ΄Εστω f : R → R. ∆είξτε ότι, αν η f είναι φραγµένη και έχει κλειστό γράϕηµα, τότε είναι συνεχής.

(2.5 µον.)

5. (α) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος. ∆είξτε ότι το G είναι ανοικτό υποσύνολο του X αν και µόνο αν
G ∩A ⊆ G ∩A για κάθε A ⊆ X.
(ϐ) ΄Εστω (X, d) µετρικός χώρος.

(i) ∆είξτε ότι, αν το G είναι ανοικτό υποσύνολο του X και το D είναι πυκνό υποσύνολο του X, τότε
G = G ∩D.

(ii) Αν το G είναι ανοικτό και πυκνό υποσύνολο του X και το D είναι πυκνό υποσύνολο του X,
τότε το G ∩D είναι πυκνό υποσύνολο του X.

(2.5 µον.)

Καλή επιτυχία !


