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1. (2 µον.) (α) ΄Εστω A µη κενό και ϕραγµένο υποσύνολο του R και s άνω ϕράγµα του

A. Αποδείξτε ότι s = supA αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία (αn) σηµείων του A τέτοια

ώστε αn → s.

(ϐ) Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, τα max, min, sup και inf των συνόλων

A = {x ∈ Q : 4 < x2 6 7} και B =

{
(−1)nn
m2 + n

: m,n > 1

}
.

Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

2. (2 µον.) (α) Αποδείξτε ότι κάθε ϕθίνουσα και ϕραγµένη ακολουθία (αn) πραγµατικών

αριθµών συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό.

(α) Για καθεµία από τις παρακάτω ακολουθίες εξετάστε αν συγκλίνει και, αν ναι, ϐρείτε το

όριό της. Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

αn =
[
√
2n]

n
, βn = (

n
√
2n− 1)n, γn =

2nn! cos(n5)

nn
.

Με [x] συµβολίζουµε το ακέραιο µέρος του x ∈ R.

3. (2 µον.) (α) Θέτουµε x1 = 1 και, για κάθε n = 1, 2, . . ., xn+1 =
√
1 + xn. Εξετάστε ως

προς τη σύγκλιση την ακολουθία (xn)n και αν συγκλίνει προσδιορίστε το όριό της.

(ϐ) ΄Εστω (yn) ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών τέτοια ώστε yn → 0. Αποδείξτε ότι

υπάρχει k ∈ N µε την εξής ιδιότητα : για κάθε n ∈ N ισχύει yk > yn.

4. (2 µον.) (α) ΄Εστω f : R→ R και x0 ∈ R. Αποδείξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν και

µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) στο R µε xn → x0 ισχύει f(xn)→ f(x0).

(ϐ) ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : αν p, q ∈ Q και p < q τότε

f(p) < f(q). Αποδείξτε ότι η f είναι αύξουσα. Είναι η f γνησίως αύξουσα ;

5. (2 µον.) (α) ΄Εστω f, g : [0, 2]→ R συνεχείς συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι

max{f(x) : x ∈ [0, 2]} = max{g(x) : x ∈ [0, 2]}.

Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, 2] ώστε f(ξ) = g(ξ).

(ϐ) ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι η f έχει τοπικό µέγιστο σε

κάποιο γ ∈ (a, b). Αποδείξτε ότι η f δεν είναι ένα προς ένα.

6. (2 µον.) (α) ΄Εστω f : R→ R η συνάρτηση που ορίζεται ως εξής : f(x) =

{
e−

1
x2 , αν x 6= 0

0 , αν x = 0
.

Αποδείξτε ότι η f είναι παραγωγίσιµη παντού. Εξετάστε αν η f ′ : R → R είναι συνεχής

συνάρτηση.

(ϐ) ΄Εστω f : (0,+∞) → R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε την ιδιότητα : |f ′(x)| 6 1
x2 για

κάθε x > 0. Αποδείξτε ότι lim
x→+∞

(
f(2x)− f(x)

)
= 0.
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