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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Εάν πρέπει να συνδέσουμε την γέννηση του Μαθηματικού Προγραμματισμού με την ημερομηνία της ανακάλυψης της Μεθόδου Simplex το 1947, τότε ο μαθηματικός αυτός κλάδος διάγει την έκτη δεκαετία του. Κατά την πρώτη δεκαετία παρακολουθήσαμε την ανάπτυξη του γραμμικού προγραμματισμού καθώς και την προώθηση του θεωρητικού υπόβαθρου του μη γραμμικού προγραμματισμού. Στην δεύτερη δεκαετία ετέθησαν και αντιμετωπίσθηκαν με σαφήνεια τα πρώτα προβλήματα της θεωρίας των δικτύων, του διακριτού και του μη κυρτού προγραμματισμού, του δυναμικού προγραμματισμού, όπως επίσης και των μεθόδων διάσπασης μεγάλων συστημάτων. Η τρίτη δεκαετία χαρακτηρίσθηκε από την ιδιαίτερη μελέτη των ζητημάτων της μη διαφορίσιμης βελτιστοποίησης, ενώ η τέταρτη από την προσπάθεια που έγινε για να συνδεθούν τα ήδη γνωστά αποτελέσματα με τη θεωρία των γράφων. Η επιμέλεια που απαιτούσε αυτή η προσπάθεια οδήγησε την σύγχρονη έρευνα προς την μελέτη της πολυπλοκότητας των αλγορίθμων του μαθηματικού προγραμματισμού.

Δεν είναι μια απλή χρονολογική σύμπτωση το γεγονός ότι η πρώτη συγκροτημένη εμφάνιση θεμάτων της επιστήμης του μαθηματικού προγραμματισμού συνέπεσε με την εμφάνιση θεμάτων της επιστήμης του μαθηματικού προγραμματισμού συνέπεσε με την εμφάνιση του ηλεκτρονικού υπολογιστή. Πριν το Β’ παγκόσμιο πόλεμο, η επίλυση ενός γενικού γραμμικού συστήματος 10 αλγεβρικών εξισώσεων με 100 αγνώστους αποτελούσε μια αντιπαθητική και εξωπραγματικά επίπονη διαδικασία. Σήμερα, μπορούμε να επιλύουμε γραμμικά προγράμματα που περιλαμβάνουν δεκάδες χιλιάδες αγνώστους και χιλιάδες υποθέσεις. Κι αυτό είναι συνέπεια της ανάπτυξης τόσο της θεωρίας αλγορίθμων όσο και της επιστήμης των ηλεκτρονικών υπολογιστών, τόσο της προόδου των μαθηματικών όσο και της προόδου της ηλεκτρονικής.

Ιστορικά, η επιλογή του όρου «προγραμματισμός» εξηγείται από το γεγονός ότι οι πρώτες ερευνητικές απόπειρες και εφαρμογές που πραγματοποιήθηκαν είχαν απήχηση και άμεσο αντίκτυπο στους οικονομικούς προβληματισμούς. Πρώτος, ο G.B.Dantzig πρότεινε το 1949 την ονομασία «γραμμικός προγραμματισμός», για την μελέτη των θεωρητικών και αλγοριθμικών προβλημάτων που αφορούσαν την βελτιστοποίηση γραμμικών συναρτήσεων κάτω από γραμμικές υποθέσεις (DANTZIG, G.B.: Programming in a Linear Structure. Econometrica, Vol.17,n.1 (1949)). Με την ίδια έννοια, οι H.W.Kuhn και A.W.Tucker προέτειναν τον όρο «μη γραμμικός προγραμματισμός» για την μελέτη των ζητημάτων βελτιστοποίησης, με ή χωρίς υποθέσεις (KUHN, H.W. & TUCKER, A.W.: Non Linear Proramming. Econometrica, Vol.19, 50-51 (1951)). Το 1957, ο R.E. Gomory ευθυγραμμίστηκε με την ορολογία αυτή, εισάγοντας την ονομασία «ακέραιος προγραμματισμός» για τα προβλήματα βελτιστοποίησης όπου οι μεταβλητές οφείλουν να λαμβάνουν μόνον ακέραιες τιμές (GOMORY, R.E.: An Algorithm for Integer Solutions to Linear Programs. IBM, Mathematical Research Project, Technical Report 1 (1957)), ενώ σχεδόν ταυτόχρονα ο R. Bellman χρησιμοποίησε τον όρο «δυναμικός προγραμματισμός» για τα προβλήματα βελτιστοποίησης που εξελίσσονται με την πάροδο του χρόνου (BELLMAN, R.: Dynamic Programming. Princeton University Press (1957)). Η σταδιακή συνειδητοποίηση της βαθύτερης συγγένειας όλων αυτών των προβλημάτων, τόσο από της πλευράς της δομικής τους διάρθρωσης όσο και από της πλευράς των μεθόδων επίλυσής τους, μας υποχρέωσε σύντομα να συμπεριλάβουμε όλους αυτούς τους κατ΄ αρχήν διαφορετικούς επιστημονικούς κλάδους σε ένα γενικό μαθηματικό γνωστικό αντικείμενο: τον «μαθηματικό προγραμματισμό». Έτσι, το 1959 και κατά την διάρκεια της διεθνούς εκδήλωσης με τίτλο: The RAND Symposium on Mathematical Programming, στη Santa Monica της California, ο όρος «μαθηματικός προγραμματισμός» χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά.

Ο μαθηματικός προγραμματισμός αποτελεί σήμερα ένα πεδίο των εφηρμοσμένων μαθηματικών ιδιαίτερα ενεργοποιημένο και αποδοτικό. Κι αυτό οφείλεται σε πολλούς και διαφόρους λόγους. Χωρίς να φιλοδοξούμε να είμαστε εξαντλητικοί, μπορούμε να αναφερθούμε στις ποικίλες εφαρμογές του:

· στην επιχειρησιακή έρευνα (βελτιστοποίηση τεχνικό-οικονομικών συστημάτων, προβλήματα μεταφοράς κ.λ.π.),

· στην αριθμητική ανάλυση (θεωρία προσέγγισης, επίλυση γραμμικών και μη γραμμικών συστημάτων αλγεβρικών εξισώσεων, αριθμητικές μέθοδοι που συνδέονται με την θεωρία των πεπερασμένων στοιχείων κ.λ.π.),

· στην μηχανική (βελτιστοποίηση δομών, βέλτιστη κατάσταση των πεπλεγμένων τεχνικών συστημάτων (όπως είναι τα πληροφοριακά συστήματα, τα δίκτυα υπολογιστών, τα δίκτυα μεταφοράς, τα δίκτυα τηλεπικοινωνιών) κ.λ.π.),

· στα οικονομικά μαθηματικά (επίλυση των μεγάλων μακροοικονομικών μοντέλων τύπου Leontiev, επίλυση μικροοικονομικών μοντέλων, θεωρία αποφάσεων και θεωρία παιγνίων),

· στην αυτοματική (συνταύτιση συστημάτων, βέλτιστη εντολή των συστημάτων, φιλτράρισμα κ.λ.π.).

Ιδιαίτερα, αξίζει να αναφερθούμε στις εφαρμογές του μαθηματικού προγραμματισμού στα εφηρμοσμένα μαθηματικά. Στην θεωρία παιχνιδιών γνωρίζουμε την σπουδαιότητα του σημείου col: πολλές από τις μεθόδους επίλυσης προέρχεται από έρευνες που ανήκουν στον χώρο του μαθηματικού προγραμματισμού. Στην αριθμητική ανάλυση η επέκταση σε συναρτησιακούς χώρους των Αλγορίθμων που κυριαρχούσαν σε πεπερασμένες διαστάσεις προσέφερε συστηματικά διεξόδους στο θέμα της επωφελούς διαχείρισης των διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους. Το σύνολο των αποτελεσμάτων που προήλθαν από αυτές τις εφαρμογές οδήγησε το 1974 στην θεμελίωση της θεωρίας της πολυπλοκότητας που με την σειρά της αποτέλεσε το αντικείμενο πολλών ερευνητικών επιδιώξεων, αφού οι θεωρητικές και πρακτικές συνέπειές της έχουν ξεχωριστή σημασία στα εφηρμοσμένα μαθηματικά και την πληροφορική.

Το πρώτο Κεφάλαιο του πρώτου Τεύχους ([11]) αναλώθηκε στην περιληπτική επανάληψη των βασικών εννοιών και προτάσεων τόσο της Τοπολογίας Μετρικών Χώρων όσο και της Κυρτής Ανάλυσης, που χρειάζονται για την κατανόηση και ανάπτυξη του Μαθηματικού Προγραμματισμού. Στο δεύτερο Κεφάλαιο συνοψίσαμε και εξηγήσαμε την προέλευση την προέλευση και την οργάνωση των Μεθόδων Simplex, αρχικών και δυϊκών. Η επιλογή του όρου Simplex προέρχεται από την αντίστοιχη μαθηματική ονομασία που φέρει η κυρτή θήκη κάθε συλλογής σημείων του 
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, που δεν έχουν τοποθετηθεί στο ίδιο υπερεπίπεδο (πρ. βλ. RAVIART, P.A. & THOMAS, J.M.: Introduction à l’ Analyse Numérique des Équations aux Dérivées Partielles. Masson, Paris (1983)). Την βαθιά και αυστηρά μαθηματική ερμηνεία της δυϊκής φύσης ενός γραμμικού προβλήματος μπορεί κανείς να αναζητήσει στο κλασσικό σύγγραμμα του LAURENT, P. J.: Approximation et Optimization. Hermann, Paris (1972).

Στο παρόν δεύτερο Τεύχος, θα υποθέσουμε ως γνωστές τις βασικές έννοιες και μεθόδους που ορίσθηκαν και μελετήθηκαν στο πρώτο Τεύχος, όπως επίσης και τους οικείους συμβολισμούς, και θα προχωρήσουμε παρουσιάζοντας δύο ακόμη σπουδαίους Αλγορίθμους, διαφορετικής φιλοσοφίας, οι οποίοι διαδραμάτισαν θεμελιώδη ρόλο στην ανάπτυξη του Γραμμικού Προγραμματισμού και εξακολουθούν να κατευθύνουν μέχρι και σήμερα την έμπνευση και τις ερευνητικές πρωτοβουλίες των επιστημόνων. Πρόκειται για τον Ελλειψοειδή Αλγόριθμο και τον Αλγόριθμο του Karmarkar.

Παρά το αδιαμφισβήτητο γεγονός ότι οι εφαρμογές της Μεθόδου Simplex ήσαν, στο σύνολό τους, επιτυχείς, η αντίληψη που επικράτησε περί της φύσης αυτής της Μεθόδου, όσον αφορά στον μηχανισμό μεταπήδησης από μια κορυφή ενός πολυτόπου σε άλλη γειτονική, ήταν ότι, τουλάχιστον θεωρητικά, η συγκεκριμένη στρατηγική εμπεριείχε, λόγω της εκθετικής πολυπλοκότητας, κινδύνους σοβαρής αργοπορίας.

Η ανακάλυψη, το 1979, του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου από τον L.G.Khachiyan ενεργοποίησε και προέβαλε την δυνατότητα υπεροχής μη συνδυαστικών μεθόδων έναντι των μέχρι τότε διαθέσιμων συνδυαστικών διαδικασιών, καθώς όλες οι προηγηθείσες ερευνητικές απόπειρες διασκευής της Μεθόδου Simplex, έτσι ώστε να προκύψει μια πολυωνυμικής πολυπλοκότητας παραλλαγή της, είχαν οδηγηθεί σε αδιέξοδη αδυναμία.

Η πρώτη συνοπτική και χωρίς πολλές λεπτομέρειες απόδειξη της πολυωνυμικότητας του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου του Khachiyan παρουσιάσθηκε σ΄ένα τετρασέλιδο άρθρο του ιδίου στην Ρωσική (τότε Σοβιετική) εφημερίδα Doklady Akademiia Nauk USSR ([21]). Δύο χρόνια αργότερα, στο σχετικό σύντομο άρθρο [12] των Gács και Lovász δόθηκαν αρκετές συμπληρωματικές και χρήσιμες επεξηγήσεις.

Ο Αλγόριθμος του Khachiyan στηρίχθηκε στην προϋπάρχουσα Ελλειψοειδή Μέθοδο του Shor ([31]) και των Judin και Nemirovski ([18]), η οποία αποσκοπούσε στην επίλυση ενός γενικού κυρτού προγράμματος. Κ καινοτόμος συμβολή του Khachiyan προήλθε από την ικανότητά του να διαβλέψει και να δείξει ότι εάν η Μέθοδος αυτή περιορισθεί στα προβλήματα του Γραμμικού Προγραμματισμού, τότε μετατρέπεται σ΄ έναν πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμο.

Παρά την ενθουσιώδη υποδοχή της οποίας έτυχε η εμφάνιση του Αλγορίθμου αυτού από μεγάλο μέρος της επιστημονικής κοινότητας (πρ. βλ. χαρακτηριστικά το άρθρο [22], σήμερα ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος δεν θεωρείται πρακτικά λειτουργικός, αν και θεωρητικά είναι πολύ πιο ταχύς από την μέθοδο Simplex. Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί την βιβλιογραφική παραπομπή [6] προκειμένου να ενημερωθεί σχετικά με μια γενική επισκόπηση περί των σπουδαιότερων αποτελεσμάτων της εφαρμογής του εν λόγω Αλγορίθμου.

Μια κρίσιμη ατέλεια του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου προέρχεται από το γεγονός ότι, αν και ο αριθμός των προαπαιτούμενων bits ακριβείας είναι πάντα φραγμένος από ένα πολυώνυμο στην είσοδο, ο αριθμός αυτός είναι ιδιαίτερα υψηλός. Αντίθετα, κάποιοι άλλοι σπουδαίοι Αλγόριθμοι που ανακαλύφθηκαν αργότερα (όπως οι Αλγόριθμοι του Karmarkar [20], του Renegar [28], των Monteiro και Adler [26], του Vaidya [35] και του Gonzaga [16]) είναι ουσιαστικά ταχύτεροι, αφού έχουν κατορθώσει να υποβαθμίσουν το εύρος του αριθμού αυτού.

Ωστόσο, μέχρι σήμερα, δεν έχει βρεθεί Αλγόριθμος Γραμμικού Προγραμματισμού, ο οποίος  να εκτελεί το πολύ q(m,n) αριθμητικές πράξεις μεταξύ ποσοτήτων που έχουν έναν πολυωνυμικό αριθμό bits, όπου q είναι ένα πολυώνυμο δύο μεταβλητών και όπου m και n είναι ο αριθμός των γραμμών και των στηλών αντιστοίχως ενός πίνακα πραγματικών σταθερών. Κάποια πρόοδος προς την κατεύθυνση της κατασκευής ενός τέτοιου ισχυρά πολυωνυμικού Αλγορίθμου παρουσιάσθηκε από την Tardos στο άρθρο [32].

Στο πρώτο κεφάλαιο του παρόντος Τεύχους θα σεβασθούμε την ανάπτυξη που υιοθετήθηκε στο έξοχο βιβλίο [27] των Παπαδημητρίου και Steiglitz, το οποίο, με την σειρά του, φαίνεται ότι έχει δεχθεί επιρροές από το προγενέστερο άρθρο [4] των Aspvall και Stone.

Αξίζει να αναφέρουμε δύο βιβλία που παρουσίασαν εκτενώς και πλήρως τον Ελλειψοειδή Αλγόριθμο. Το πρώτο [17] εστιάζει την παρουσίασή του στις εφαρμογές του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου στην συνδυαστική βελτιστοποίηση, ενώ το δεύτερο [30] είναι μια ογκώδης πραγματεία που περιέχει πάρα πολλά σημαντικά αποτελέσματα, από αυτά της Μεθόδου Simplex έως αυτά του Αλγορίθμου του Karmarkar, όπως επίσης και πολλά αποτελέσματα Ακέραιου Προγραμματισμού. Και στα δύο αυτά βιβλία αποδεικνύεται ότι ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος επιλύει προβλήματα Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (και συνεπώς προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού), όταν μπορούμε:

· να αποφανθούμε εάν ένα διάνυσμα t είναι εφικτό σημείο του προβλήματος, και 

· εάν όχι, να προσδιορίσουμε μια Ανισότητα μεταξύ αυτών που παραβιάζεται από το t.

Με άλλα λόγια, πολλά προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού ως προς n μεταβλητές και αντίστοιχο εκθετικό αριθμό (ως και n) υποθέσεων μπορούν να επιλυθούν σε πολυωνυμικό χρόνο ως προς n, εάν υπάρχει κάποιος τρόπος ελέγχου της ιδιότητας του εφικτού ενός οποιουδήποτε διανύσματος και, σε διαφορετική περίπτωση, εύρεση της παραβιασθείσας ανισοτικής υπόθεσης.

Όσον αφορά στον περίφημο Αλγόριθμο του Karmarkar,  το κριτήριο της αποδοχής ή της απόρριψής του είναι η πρακτική υπεροχή που εμφανίζει έναντι της Μεθόδου Simplex. Πειραματικά αποτελέσματα περί της επίδοσης του Αλγορίθμου του Karmarkar δημοσιεύθηκαν από τους Adler-Resende και Veiga στην αναφορά τους [1], από τους Goldfarb και Mehrotra στο άρθρο τους [14] και από τον Tomlin στο άρθρο του [34]. Ας σημειωθεί όμως ότι κάποιοι ερευνητές επέτυχαν αποτελέσματα λιγότερο εντυπωσιακά από τον ισχυρισμό του ίδιου του Karmarkar ότι ο Αλγόριθμός του υπερτερεί έναντι της Μεθόδου Simplex κατά μια πλειοψηφία πενήντα προβλημάτων του πραγματικού χρόνου.

Η παρουσίαση που επιλέξαμε για τον Αλγόριθμο αυτό στο δεύτερο Κεφάλαιο του παρόντος Τεύχους βασίσθηκε κυρίως στο άρθρο [20] του Karmarkar.

Ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να βρει μια σύγκριση μεταξύ του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου και του Αλγορίθμου του Karmarkar στην εργασία [33] του Todd. Επίσης, στην εκτενή εργασία [15] των Goldfarb και Todd υπάρχει μια έξοχη παρουσίαση της Μεθόδου Simplex, της Δυϊκότητας Γραμμικών Προγραμμάτων, του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου, του Αλγορίθμου του Karmarkar, όπως επίσης και πολλών επόμενων Αλγορίθμων πολυωνυμικής τάξης. Επισημαίνουμε ότι οι πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμοι Γραμμικού Προγραμματισμού του Renegar ([28]), των Monteiro και Adler ([26]), του Vaidya ([35]) και του Gonzaga ([16]) εξελίσσονται μέσα σε μικρότερα χρονικά πλαίσια, τουλάχιστον για ορισμένα διαστήματα τιμών των διαστάσεων του πίνακα υποθέσεων τνός Γραμμικού Προγράμματος. Επίσης, μπορεί να αποδειχθεί ότι για τον Αλγόριθμο του Karmarkar απαιτείται πολυωνυμική ακρίβεια μέσω μιας απόδειξης όμοιας με εκείνη του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου (πρ. βλ. τα σχόλια του νινλίου [30] του Schrijver και του άρθρου [27] του Renegar). Τέλος, οι ιδέες της ανάλυσης του Vaidya περί της ακρίβειας που απαιτείται από τον Αλγόριθμο του ([35]) μπορούν να χρησιμοποιηθούν προκειμένου να προσδιορισθούν κάποια φράγματα για την ακρίβεια που απαιτείται από τον Αλγόριθμό του ([35]) μπορούν να χρησιμοποιηθούν προκειμένου να προσδιορισθούν κάποια φράγματα για την ακρίβεια που απαιτείται από τον Αλγόριθμο του Karmarkar. Παραδόξως, καμμία τέτοια αναλυτική ευθεία απόδειξη ειδικά για τον Αλγόριθμο του Karmarkar δεν έχει δημοσιευθεί μέχρι σήμερα.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο Ο ΕΛΛΕΙΨΟΕΙΔΗΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ

Η πρώτη Μέθοδος πολυωνυμικής τάξης για την επίλυση Γραμμικών Προγραμμάτων ήταν ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος που επινοήθηκε το 1979 από τον L.G.Khachiyan. Συχνά, αναφέρεται και ως ο Αλγόριθμος του Khachiyan προς τιμήν του κατασκευαστή του. Ο Αλγόριθμος αυτός διαφέρει ριζικά από τον Αλγόριθμο Simplex στο γεγονός ότι αγνοεί τελείως την συνδυαστική δομή του Γραμμικού Προγραμματισμού. Δυστυχώς, ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος δεν επιλύει αμέσως τα Γραμμικά Προγράμματα, και επί πλέον προϋποθέτει καλή γνώση τόσο της έννοιας και συμπεριφοράς των μεταγραμμικών μετασχηματισμών όσο και των βασικών ιδιοτήτων των ελλειψοειδών συνόλων.

Στην Παράγραφο 1.1, περιγράφουμε το πρόβλημα εκείνο το οποίο ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος επιλύει αμέσως, και δείχνουμε πώς το πρόβλημα αυτό μπορεί να χρησιμοποιηθεί προκειμένου να επιλύσουμε Γραμμικά Προγράμματα. Στις Παραγράφους 1.2 και 1.3, εισάγουμε όλες τις αναγκαίες για τους σκοπούς μας μαθηματικές γνώσεις περί των μεταγραμμικών μετασχηματισμών και των ελλειψοειδών συνόλων, ενώ στην τελευταία Παράγραφο 1.4 του Κεφαλαίου, αναπτύσσουμε και αναλύουμε τον Αλγόριθμο.
1.1 Γραμμικά Προγράμματα και συναφή προς αυτά Προβλήματα Γραμμικών Ανισοτήτων.

Όπως είναι γνωστό, το αντικείμενο ενός Αλγορίθμου Γραμμικού Προγραμματισμού είναι το ακόλουθο: Δοθέντος ενός mxn ακέραιου πίνακα Α (τάξης m), ενός ακεραίου m-διανύσματος b και ενός n-διανύσματος c,

· να οργανώσει μια μέθοδο εύρεσης ενός n-διανύσματος X* επί του οποίου η τιμή 
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όταν το Χ διατρέχει το σύνολο 
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(εφόσον το F δεν είναι κενό και εφόσον η ελάχιστη τιμή υπάρχει), ή εφόσον το F είναι κενό, να καταστήσει σαφές το γεγονός και να αναφέρει ότι δεν υπάρχει εφικτή λύση, ή

· εφ’ όσον το F είναι κενό, να καταστήσει σαφές το γεγονός και να αναφέρει ότι δεν υπάρχει εφικτή λύση, ή

· εφόσον το σύνολο 
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 δεν είναι κάτω φραγμένο, να συμπεράνει το γεγονός με την υπόδειξη ότι δεν υπάρχει σημείο ελαχιστοποίησης της τιμής της συνάρτησης 
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Συνοπτικά, ένα πρόβλημα (τυπικής μορφής) Γραμμικού Προγραμματισμού διατυπώνεται ως ακολούθως:
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και φέρει την ονομασία (τυπικό) Γραμμικό Πρόγραμμα (:Linear Program).

Με ένα τέτοιο Γραμμικό Πρόγραμμα συνδέεται στενά ένα άλλο που ονομάζεται Δυϊκό Γραμμικό Πρόγραμμα του πρώτου και που έχει τα ίδια δεδομένα μεγέθη με το αρχικό (LP), αλλά διευθετημένα κατά διαφορετικό τρόπο. Συγκεκριμένα, το δυϊκό του (LP), αλλά διευθετημένα κατά διαφορετικό τρόπο. Συγκεκριμένα, το δυϊκό του (LP) είναι το Πρόγραμμα:
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(λ είναι ένα νέο προς προσδιορισμό n-διάνυσμα του οποίου οι συνιστώσες ονομάζονται δυϊκές μεταβλητές καθυστέρησης.) Οι δύο αντικειμενικές συναρτήσεις 
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 και 
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συμπίπτουν στα σημεία λύσεων των δύο προγραμμάτων, υπό την έννοια ότι 
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που επιλύει το (LP) και κάθε (Y*,λ*) που επιλύει το (LP)* ([ ]).

Έχοντας υπόψη τα προηγηθέντα, μπορούμε να εκφράσουμε το πρόβλημα (LP) σαν ένα σύστημα ανισοτήτων που προκύπτει από τον συνδυασμό του αρχικού και του δυϊκού προβλήματος:
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(Παρατηρείστε ότι όλες οι υποθέσεις στις οποίες εμφανίζεται ισότητα μπορούν να ξαναγραφούν σαν ζεύγη ανισοτήτων.)

Σε συνάφεια λοιπόν με το πρόβλημα (LP) μπορούμε να θεωρήσουμε ένα αντίστοιχο πρόβλημα Αλγοριθμικής διεκπεραίωσης για ένα σύστημα ανισοτήτων. Αυτή τη φορά το αντικείμενο του Αλγορίθμου θα είναι το εξής: Δοθέντος ενός mxn ακεραίου πίνακα Α και ενός ακεραίου m-διανύσματος b,

· να βρεθεί ένα n-διάνυσμα Χ τέτοιο ώστε 
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, εφόσον αυτό υπάρχει, ή

· εάν δεν υπάρχει τέτοιο διάνυσμα, τότε ο Αλγόριθμος να τεκμηριώσει την ανυπαρξία αυτή και να την αναφέρει.

Συνοπτικά, ένα πρόβλημα αυτής της μορφής διατυπώνεται με την γραμμική ανισότητα (:Linear Inequality):

(LI) 
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(Για λόγους οικονομίας των συμβόλων, δεσμεύσαμε τους ίδιους χαρακτήρες Α και b και τις ίδιες διαστάσεις πινάκων m και n, αλλά σε έντονα τυπωμένη γραμμή. Σε κάθε περίπτωση όμως, η κοινή χρήση των συμβολισμών δεν πρέπει να δημιουργεί σύγχυση.

Κατ’ αναλογία με τα παραπάνω, και για λόγους που θα φανούν αργότερα, θα θεωρούμε και το πρόβλημα με την αντίστοιχη γνήσια γραμμική ανισότητα (:Linear Strict Inequality):

(LSI) 
[image: image18.wmf]b

X

A

<

×


Όπως θα δούμε στη συνέχεια, ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος είναι ένας πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμος επίλυσης του προβλήματος (LSI), ο οποίος μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή ενός πολυωνυμικής τάξης Αλγορίθμου επίλυσης του Γραμμικού Προγράμματος (LP).

Αρχίζουμε με τον εξής Ορισμό:

Ορισμός 1.1.1 Το μέγεθος ενός προβλήματος (LP) είναι ο αριθμός:
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όπου P είναι το γινόμενο όλων των μη-μηδενικών αριθμών του προβλήματος (δηλαδή όλων των μη μηδενικών στοιχείων του πίνακα Α και όλων των μη μηδενικών συνιστωσών των δύο διανυσμάτων b και c.

Τα μεγέθη των προβλημάτων (LI) και (LSI) ορίζονται ομοίως.(
Το μέγεθος L προσεγγίζει τον αριθμό των bits κατά την είσοδο των δεδομένων του προβλήματος. Ο πρώτος όρος 
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 είναι ένα κάτω φράγμα για τον αριθμό των κομματιών που διαχωρίζουν τους ακέραιους αριθμούς κατά την εισαγωγή τους. Ο δεύτερος όρος 
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 είναι ένα κάτω φράγμα του αριθμού των bits που χρειάζονται για την αναπαράσταση των A, b και c στο δυαδικό σύστημα. Τέλος, ο τρίτος όρος 
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 εμφανίζεται για τεχνικούς λόγους, όμως, επειδή 
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, παρά την παρουσία αυτού του όρου, το μέγεθος L είναι φραγμένο εκ των άνω από το τετράγωνο του αριθμού 
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, και επομένως, από το τετράγωνο του αριθμού των bits κατά την είσοδο δεδομένων. Η τελευταία αυτή παρατήρηση εγγυάται ότι κάθε Αλγόριθμος που εξελίσσεται σε χρόνο πολυωνυμικό ως προς το μέγεθος του προβλήματος θα εξελίσσεται σε χρόνο επίσης πολυωνυμικό ως προς τον συνολικό αριθμό των bits που απαιτούνται για την εισαγωγή δεδομένων.

Αλλά η σημασία της θεώρησης της έννοιας του L δεν εξαντλείται εδώ, καθώς όπως θα φανεί αμέσως το μέγεθος L υπεισέρχεται σε εκτιμήσεις περί του εντοπισμού των βασικών λύσεων ενός Προγράμματος.

Πρόταση 1.1.2 Εάν 
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είναι μια βασική λύση ενός προβλήματος (LP) με στοιχεία ακέραιους αριθμούς και μεγέθους L, τότε υπάρχουν ακέραιοι αριθμοί:
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τέτοιοι ώστε:
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Απόδειξη: Έστω Β ο mxn πίνακας που αποτελείται από τις βασικές στήλες και έστω q=detB. Κάθε ένας από τους m! Όρους του αναπτύγματος της ορίζουσας του Β ισούται (ενδεχομένως κατά την παρέκκλιση ενός αρνητικού πρόσημου) με το γινόμενο m διαφορετικών στοιχείων του B, και επομένως, είναι κατ’ απόλυτη τιμή το πολύ ίσος με 
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. Άρα, μπορούμε να γράψουμε τις παρακάτω ανισότητες:
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Εξάλλου, κάθε συνιστώσα 
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της βασικής λύσης Χ.

· ή είναι ίση με 
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, εφόσον η j-στήλη δεν είναι βασική,

· ή (όπως προκύπτει με εφαρμογή του κανόνα του Cramer για την επίλυση τετραγωνικών συστημάτων) είναι ίση με q-1 φορές την ορίζουσα qj ενός πίνακα που σχηματίζεται από τον Β εφόσον μια στήλη του αντικατασταθεί με το διάνυσμα b:
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Κάθε όρος στο ανάπτυγμα της ορίζουσας qj φράσσεται (κατ’ απόλυτη τιμή) εκ των άνω από τον αριθμό 
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. Έτσι, όπως παραπάνω, μπορούμε να δείξουμε ότι αυτή η ορίζουσα είναι, κατ’ απόλυτη τιμή, μικρότερη του 
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 Επειδή, για τον ακέραιο q, η ανισότητα 
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 συνεπάγεται την ανισότητα 
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, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι:


[image: image37.wmf]L

j

x

2

<

.(
Σαν απόρροια της Πρότασης αυτής, δίνουμε το ακόλουθο αποτέλεσμα:

Πρόταση 1.1.3. Ας υποθέσουμε ότι οι δύο βασικές εφικτές λύσεις V και W ενός προβλήματος (LP) με στοιχεία ακέραιους αριθμούς και μεγέθους L ικανοποιούν την σχέση: 
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Τότε, θα ισχύει 
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Απόδειξη. Προκειμένου να οδηγηθούμε σε άτοπο συμπέρασμα, ας δεχτούμε ότι ο ισχυρισμός της πρότασης είναι εσφαλμένος. Καθώς τα V και W είναι δύο βασικές εφικτές λύσεις, θα έχουν την ανατομία δύο ρητών διανυσμάτων, κάθε ένα από τα οποία απαρτίζεται από συνιστώσες με κοινό παρονομαστή που δεν μπορεί να υπερβαίνει τον αριθμό 2L. Κατά συνέπεια, οι τιμές 
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 είναι ρητές, της μορφής:
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με τους παρονομαστές q και q΄ τέτοιους ώστε:
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Άρα:
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Επειδή υποθέσαμε ότι ο ισχυρισμός της Πρότασης είναι εσφαλμένος, δηλαδή ότι 
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 θα είναι μεγαλύτερος ή ίσος του 1 και επομένως: 
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που βρίσκεται σε ευθεία αντίθεση με την κύρια ανισοτική υπόθεση της Πρότασης. (
Θα δείξουμε τώρα τα πιο κρίσιμα και ενδιαφέροντα για τους σκοπούς μας αποτελέσματα αυτής της Παραγράφου:

Θεώρημα 1.1.4. Ένας πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμος επίλυσης Γραμμικών Προγραμμάτων (LP) υπάρχει όταν και μόνον όταν υπάρχει ένας πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμος επίλυσης προβλημάτων Γραμμικών Ανισοτήτων (LI).

Απόδειξη. Το ευθύ μέρος 
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:

 του ισχυρισμού του Θεωρήματος αποδεικνύεται τετριμμένα, καθώς, εφαρμόζοντας την Μέθοδο Απαλοιφής του Gauss για την απάλειψη των πλεοναζουσών γραμμών, βλέπουμε ότι οποιοδήποτε πρόβλημα Γραμμικών Ανισοτήτων (LI) μπορεί να επαναδιατυπωθεί σαν ένα (τυπικής μορφής) Γραμμικό Πρόγραμμα (LP) με μηδενική αντικειμενική συνάρτηση (:c=0) και με την προσθήκη κάποιων μεταβλητών καθυστέρησης (:slack variables).

Όσον αφορά στο αντίστροφο μέρος (:
[image: image52.wmf]Ü

), ας υποθέσουμε ως δεδομένο έναν Αλγόριθμο επίλυσης ανισοτικών γραμμικών προβλημάτων (LI) και ας θεωρήσουμε έναν (τυπικής μορφής) Γραμμικό Πρόγραμμα (LP):
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Ο αντίστοιχος Αλγόριθμος επίλυσης του (LP) αναλύεται τότε ως εξής:

Με χρήση του δεδομένου Αλγορίθμου (LI), ελέγχουμε εάν το πιο πάνω Γραμμικό Πρόγραμμα είναι εφικτό, δηλαδή εάν υπάρχει Χ τέτοιο ώστε:
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Στην αρνητική περίπτωση, δηλώνουμε το ανέφικτο του Προγράμματος (LP) και σταματάμε. Στην αντίθετη περίπτωση, θεωρούμε το σύστημα των γραμμικών ανισοτήτων:
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το οποίο σχηματίζεται από έναν συνδυασμό του Προγράμματος (LP) και του δυϊκού του και το οποίο συνιστά ένα πρόβλημα μεγέθους που, κατά έναν πρόχειρο υπολογισμό, είναι τριπλάσιο από το μέγεθος του Προγράμματος (LP). Επειδή αναφερόμαστε στην θετική περίπτωση που το Πρόγραμμα (LP) είναι εφικτό, παρατηρούμε ότι το εν λόγω πρόγραμμα έχει βέλτιστες λύσεις εάν και μόνον εάν το παραπάνω σύστημα γραμμικών ανισοτήτων έχει εφικτές λύσεις. Έτσι, εκτελώντας τις εντολές του Αλγορίθμου (LI) για το σύστημα αυτό,

· εάν οδηγηθούμε στην διαπίστωση ότι το σύστημα δεν έχει εφικτές λύσεις, τότε θα συμπεράνουμε ότι δεν υπάρχει βέλτιστη λύση του Προγράμματος (LP)˙

· εάν όμως οδηγηθούμε στην διαπίστωση ότι ένα ζεύγος (Χ,Υ)=(V,W) διανυσμάτων των 
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Το επόμενο σημαντικό για τους σκοπούς μας αποτέλεσμα είναι το ακόλουθο:

Θεώρημα 1.1.5. Το πρόβλημα των Γραμμικών Ανισοτήτων (LI):
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έχει λύση εάν και μόνον εάν το πρόβλημα των Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI):
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έχει λύση, όπου οι συνιστώσες 
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να είναι η i-συνιστώσα του διανύσματος 
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και με το L να είναι το μέγεθος του προβλήματος (LI). Επί πλέον, υπάρχει ένας πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμος ο οποίος δοθείσης μιας λύσης του προβλήματος (LSI) κατασκευάζει μια λύση του προβλήματος (LI).

Πριν δώσουμε την Απόδειξη του Θεωρήματος αυτού, κρίνουμε σκόπιμο να παρουσιάσουμε μια ισχυρή συνέπειά του:

Πόρισμα 1.1.6. Εάν υπάρχει ένας πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμος επίλυσης του προβλήματος των Γραμμικών Ανισοτήτων (LI) (και άρα, βάσει του Θεωρήματος 1.1.4, υπάρχει και ένας πολυωνυμικής τάξης Αλγόριθμος επίλυσης των Γραμμικών Προγραμμάτων (LP)).
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και ακολούθως βρίσκουμε (εφ΄ όσον υπάρχει) ένα Y που επιλύει την γνήσια ανισότητα 
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. Τότε, σύμφωνα με Θεώρημα 1.1.5, κατασκευάζουμε σε πολυωνυμικό χρόνο μια λύση Χ της ανισότητας 
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Επιστρέφουμε τώρα στην Απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.5. η οποία θα στηριχτεί σε ένα εμβόλιμο τεχνικό Λήμμα:

Απόδειξη του Θεωρήματος 1.1.5. Θα περιγράψουμε μια μέθοδο η οποία, για μια δεδομένη λύση του προβλήματος των Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI): 
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, προσδιορίζει μια λύση του προβλήματος των Γραμμικών Ανισοτήτων (LI): 
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Είναι σαφής η ακόλουθη ισοδυναμία:
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Έχουμε ανάγκη την επόμενη βοηθητική Πρόταση:

Λήμμα 1.1.7. Για κάθε 
[image: image83.wmf]n

W

Â

Î

, υπάρχει ένα 
[image: image84.wmf]n

Y

Â

Î

 τέτοιο ώστε:

(i). 
[image: image85.wmf])}

(

 

,

0

max{

)

(

Y

Y

i

i

q

q

£

 για κάθε 
[image: image86.wmf]m

i

£

£

1

 (με άλλα λόγια, δεν υπάρχει γραμμή του προβλήματος Γραμμικών Ανισοτήτων (LI) που να ικανοποιείται από το W και να μην ικανοποιείται από το Υ),

(ii). το σύνολο 
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Απόδειξη του Λήμματος. Αρκεί να δείξουμε ότι εάν το διάνυσμα W δεν έχει την ιδιότητα (ii), τότε μπορεί να βρεθεί ένα άλλο διάνυσμα W΄ που να επαληθεύει την ιδιότητα (i) και είναι τέτοιο ώστε:
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Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία αυτή το πολύ m φορές, φθάνουμε σε ένα διάνυσμα Y που ικανοποιεί τις συνθήκες (i) και (ii).

Για λόγους απλοποίησης των συμβολισμών, θα υιοθετήσουμε το σύμβολο 
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(W). Επίσης, χωρίς βλάβη της γενικότητας, αναδιατάσσουμε τις υποθέσεις, έτσι ώστε να λάβουμε:
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Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι η ιδιότητα (ii) δεν ισχύει για το διάνυσμα W. Αυτό σημαίνει ότι, για κάποιο δείκτη ν>k, η γραμμή 
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[image: image95.wmf]k

A

A

A

,...,

,

2

1

 και επομένως το σύστημα:


[image: image96.wmf]1

,...,

2

,

1

 

,

0

=

×

=

=

×

X

A

k

i

X

A

i

n


μπορεί να επιλυθεί. Έστω U μια λύση αυτού του συστήματος και έστω:
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όπου t είναι ο μεγαλύτερος μεταξύ των πραγματικών αριθμών s που είναι τέτοιοι ώστε:
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(Η διαδικασία αυτή θυμίζει εκείνη της οδήγησης.). Φυσικά ισχύει:
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Ακόμα, σύμφωνα με την επιλογή του t, θα έχουμε την ισότητα:
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της οποίας το δεξιό μέρος είναι 
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και αφ΄ ετέρου υπάρχει κάποιος δείκτης 
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οδηγούμαστε σε άτοπο συμπέρασμα και η Απόδειξη του Λήμματος είναι πλήρης. (
Συνέχεια της Απόδειξης του Θεωρήματος. Έστω W ένα οποιοδήποτε διάνυσμα του (n και έστω Υ ένα διάνυσμα του (n που έχει τις ιδιότητες (i) και (ii) του προηγούμενου Λήμματος και που ικανοποιεί τις γνήσιες ανισότητες:
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Από το Υ θα κατασκευάσουμε μια λύση του προβλήματος των Γραμμικών Ανισοτήτων (LI).

Προς τούτο, αναδιατάσσουμε, χωρίς απώλεια της γενικότητας, τις γραμμές των υποθέσεων έτσι ώστε:

· 
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· για κάποιο 
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 οι γραμμές Α1, Α2,…,Αr να είναι γραμμικά ανεξάρτητες και να παράγουν το σύνολο όλων των γραμμών του A.

Έστω Z μια λύση του επιλύσιμου  συστήματος:
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Θα δείξουμε ότι ισχύει:
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δηλαδή ότι το διάνυσμα Z είναι μια λύση του προβλήματος των Γραμμικών Ανισοτήτων (LI).

Για τον σκοπό αυτό, ας θεωρήσουμε έναν οποιονδήποτε δείκτη t μεταξύ των δεικτών 1,2,…,m. Γνωρίζουμε ότι η αντίστοιχη γραμμή Αt εκφράζεται σαν γραμμικός συνδυασμός των γραμμών Α1, Α2,…,Αr :
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σύμφωνα με τον ορισμό του Ζ. Άρα ο αριθμός 
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Εξάλλου, η τελευταία παραπάνω ισότητα διαδοχικά γίνεται:
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Όμως, καθώς
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λαμβάνουμε: 
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και συνεπώς ο ακέραιος 
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και η Απόδειξη του Θεωρήματος ολοκληρώθηκε. (
1.2 Συσχετιζόμενοι Μετασχηματισμοί και Ελλειψοειδή Σύνολα
Όπως είναι γνωστό, μια απεικόνιση της μορφής:
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λέγεται συσχετιζόμενος ή ομοπαράλληλος μετασχηματισμός (: affined transformation) ή συσχετιζόμενη ή ομοπαράλληλη απεικόνιση με κέντρο 
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, εάν το Η είναι ένας αντιστρέψιμος nxn πίνακας με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς.

Θυμίζουμε πως εάν T είναι ένας συσχετιζόμενος μετασχηματισμός, τότε η αντίστροφη απεικόνιση: 
[image: image135.wmf](

)

t

H

T

T

n

n

-

U

×

=

U

U

Â

®

Â

-

-

-

1

1

1

)

(

:

:

a


είναι καλά ορισμένη και ορίζει επίσης έναν συσχετιζόμενο μετασχηματισμό. Ακόμη, αποδεικνύεται εύκολα ότι ισχύει η ισότητα:
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Ορισμός 1.2.1. Η εικόνα της κλειστής μοναδιαίας μπάλας 
[image: image139.wmf](

)

1

 

,

0

B

 του 
[image: image140.wmf]n

Â

 μέσω ενός συσχετιζόμενου μετασχηματισμού 
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 καλείται ελλειψοειδές σύνολο. Το σημείο 
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 ονομάζεται κέντρο του ελλειψοειδούς.

Με άλλα λόγια, εάν 
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 είναι ένας συσχετιζόμενος μετασχηματισμός, τότε το σύνολο:


[image: image145.wmf](

)

{

}

1

:

)

1

,

0

(

£

=

×

×

+

=

X

X

X

X

H

t

B

T

T


είναι ένα ελλειψοειδές με κέντρο t.

Ας δούμε τώρα πώς η εισαγωγή της έννοιας του ελλειψοειδούς συνόλου μπορεί να ανεξαρτητοποιηθεί από την έννοια του συσχετιζόμενου μετασχηματισμού.

Κατ΄ αρχάς, παρατηρούμε ότι εάν 
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, για κάποιον συσχετιζόμενο μετασχηματισμό  Τ , τότε 
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 και, έτσι, το αντίστοιχο ελλειψοειδές σύνολο 
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όπου 
[image: image150.wmf].
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 Επειδή ο πίνακας Η είναι αντιστρέψιμος, ο πίνακας G θα είναι θετικά ορισμένος.

Αντιστρόφως, εάν ο πίνακας G είναι θετικά ορισμένος, τότε μπορεί να διασπασθεί πολλαπλασιαστικά σύμφωνα με την έκφραση:
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για κάποιον αντιστρέψιμο πίνακα H και, ως εκ τούτου, το σύνολο:
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είναι ελλειψοειδές (ως εικόνα της κλειστής μοναδιαίας μπάλας του 
[image: image153.wmf]n

Â

 μέσω μιας συσχετιζόμενης απεικόνισης η οποία αποστέλλει το κάθε σημείο 
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Μετά από τα παραπάνω, βλέπουμε ότι κάθε ελλειψοειδές Ε μπορεί να γραφεί υπό την γενική μορφή:
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για κάποιον θετικά ορισμένο nxn πίνακα G με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς.

Έστω τώρα το ελλειψοειδές σύνολο με κέντρο το 0:
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για κάποιον θετικά ορισμένο nxn πίνακα G. Θυμίζουμε το επόμενο βασικό αποτέλεσμα:

Θεώρημα 1.2.2. (Φασματικό Θεώρημα) Εάν ένας nxn πραγματικός πίνακας G είναι συμμετρικός, τότε όλες οι ιδιοτιμές του είναι πραγματικοί αριθμοί. Επί πλέον, εάν οι ιδιοτιμές του 
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και U είναι ένας ορθογώνιος πίνακας του οποίου η j-στήλη είναι το ιδιοδιάνυσμα του G που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 
[image: image161.wmf]j

l

 και έχει κανονικοποιηθεί έτσι ώστε το μήκος του να είναι ίσο με 1 ([10]).(
Στην προκειμένη περίπτωση, ο πίνακας G πληροί προφανώς τις προδιαφραφές των υποθέσεων του Φασματικού Θεωρήματος και άρα μπορεί να γραφεί υπό την μορφή:
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όπου Λ είναι ο διαγώνιος πίνακας του οποίου το j-διαγώνιο στοιχείο είναι η ιδιοτιμή 
[image: image163.wmf]j
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 του πίνακα G και όπου U είναι ο ορθογώνιος πίνακας του οποίου η j-γραμμή είναι το ανάστροφο κανονικοποιημένο ιδιοδιάνυσμα του G που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 
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Επειδή ο πίνακας U είναι ορθογώνιος, ισχύει 
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του G. (Προφανώς, 
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 =Λ. Ας σημειωθεί επίσης ότι επειδή ο πίνακας G είναι θετικά ορισμένος, όλες οι ιδιοτιμές 
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 είναι θετικοί αριθμοί.) Έτσι:
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Και επομένως το αρχικό ελλειψοειδές Ε είναι το σύνολο:


[image: image171.wmf]{

}

1

)

(

)

(

:

1

1

£

×

×

L

×

×

L

Â

Î

=

-

-

X

U

U

X

X

E

T

T

n



[image: image172.wmf][

]

[

]

þ

ý

ü

î

í

ì

£

×

×

L

×

×

L

Â

Î

=

-

-

1

)

(

)

(

:

1

1

X

U

X

U

X

T

n


Εάν θέσουμε 
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, το ίδιο ως άνω σύνολο θα μπορεί να επαναδιατυπωθεί ως εξής:
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Σχολιάζοντας και αναλύοντας τον ρόλο της σύνθετης απεικόνισης:
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βλέπουμε ότι αρχίζει από τα διανύσματα της κλειστής μοναδιαίας μπάλλας, των οποίων κατ’ αρχάς μέσω της πρώτης απεικόνισης 
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 διαστέλλει ή συστέλλει τις συνιστώσες (επεκτείνοντας ή περιορίζοντας αναλόγως κατά 
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φορές το μήκος της j-συvιστώσας) και ακολούθως επί των νεοδημιουργηθέντων διανυσμάτων επιβάλλει μια στροφή μέσω της δεύτερης απεικόνισης 
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. Με άλλα λόγια, βλέπουμε ότι το ελλειψοειδές σύνολο Ε προκύπτει από τα σημεία της κλειστής μοναδιαίας μπάλλας, μετά από διαστολή ή συστολή εης επί του j-άξονα συντεταγμένης του (για κάθε j=1, 2,…,n) και ακολούθως μετά από στροφή του κατ’ αυτόν τον τρόπο αποληκτικού σχήματος.

Γενικότερα, ένα οποιοδήποτε ελλειψοειδές σύνολο:
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μπορεί να σχηματισθεί με την ακρίβεια ίδια ως άνω διαδικασία, με μόνη διαφορά ότι στο τέλος της διαδικασίας αυτής πρέπει το κέντρο του όλου σχήματος πρέπει να μετατοπισθεί από το 
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Παράδειγμα 1.2.3. Έστω ο 2x2 πίνακας:
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του οποίου ο αντίστροφος είναι ο 2x2 πίνακας:
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Έστω ακόμη το αντίστοιχο ελλειψοειδές σύνολο:
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Οι δύο ιδιοτιμές του πίνακα G είναι οι θετικοί αριθμοί 4 και 9. Τα αντίστοιχα προς αυτές τις δύο ιδιοτιμές κακονικοποιημένα ιδιοδιανύσματα είναι τα διανύσματα:
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Έτσι, σύμφωνα με το Φασματικό Θεώρημα, ο πίνακας G διασπάται υπό την μορφή:
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ή, ακόμα, υπό την μορφή:
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Άρα το ελλειψοειδές Ε μπορεί να σχηματισθεί από τα σημεία της κλειστής μοναδιαίας μπάλλας του
[image: image191.wmf]2
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 (δηλαδή, του κλειστού μοναδιαίου δίσκου του 
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), κατ αρχάς διπλασιάζοντας την πρώτη συντεταγμένη των σημείων αυτών και τριπλασιάζοντας την δεύτερη, και ακολούθως στρέφοντας το σχήμα που θα έχει προκύψει με τη βοήθεια του ορθογώνιου πίνακα:
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Στο επόμενο Σχήμα φαίνεται η διαμόρφωση και τοποθέτηση του Ε μέσα στο
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Σχήμα 1.1    
1.3 Βοηθητικές Έννοιες και Χρήσιμες Προτάσεις για την Διαμόρφωση του Ελλειψοειδούς Δακτυλίο.

Στην παρούσα παράγραφο, συγκεντρώσαμε τις Βασικότερες έννοιες και τα αντίστοιχα λήμματα και διαμόρφωση του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου.

Η πρώτη έννοια που θα επικαλούμαστε συχνά είναι εκείνη του όγκου. Χωρίς να πρέπει να θεωρείται ως αναγκαία η αυστηρή παρουσίασή της (καθώς η κοινή αντίληψη που έχει επικρατήσει για την έννοια αυτή είναι αρκετή για τους σκοπούς μας), έχουμε συμπεριλάβει εδώ μία εισαγωγική και συνοπτική αναφορά στον μαθηματικό ορισμό του όγκου και κυρίως στις ιδιότητες του σε συνάφεια με το αντικείμενό μας.

Ας υποθέσουμε λοιπόν ότι  D είναι ένα ανοιχτό υποσύνολο του  
[image: image195.wmf]n
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 . Μία  διαφορική μορφή της τάξης κ ≥ 1 στο D (ή απλά μία κ-μορφή στο D) είναι μία συνάρτηση ω, που συμβολικά αναπαριστάται από το άθροισμα:
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(όπου οι δείκτες                           διατρέχουν ανεξαρτήτως ο ένας από τον άλλο όλες τις ακέραιες τιμές μεταξύ των αριθμών 1 έως και n) και η οποία απεικονίζει σε κάθε κ-επιφάνεια  Φ  του D (δηλαδή σε κάθε απεικονίσει Φ  με πεδίο ορισμού ένα συμπαγές παραμετρικό υποσύνολο Κ του Rk και με πεδίο τιμών το D, η οποία είναι μια φορά συνεχώς διαφορίσιμη στην περιοχή του Κ) έναν αριθμό ω(Φ) =
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  σύμφωνα με τον τύπο:
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        Οι συναρτήσεις                            υποτίθεται ότι είναι πραγματικές και συνεχείς επί του F ,ενώ 

εάν                         είναι οι συνιστώσες της Φ, τότε η Ιακωβιανή του παραπάνω τύπου είναι αυτή που προσδιορίζεται από την απεικόνιση :
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Ιδιαίτερα , μία  0-μορφή στο   D  είναι απλά μία συνεχείς συνάρτηση του  D , Η n-μορφή :                
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                                          d x1    d x2    .....    d xn   
ονομάζεται στοιχειώδες στοιχείο του όγκου (ή ογκικό στοιχείο) του  
[image: image199.wmf]n

Â

 . Συχνά   συμβολίζεται  με          

dV (ή  
[image: image200.wmf]n

dV

 , εάν πρέπει να υποδειχθεί σαφώς η διάσταση του χώρου  
[image: image201.wmf]n

Â

 ).Επίσης όταν η επιφάνεια   Φ  είναι θετικά προσανατολισμένη και η   f    είναι μια συνεχής συνάρτηση ορισμένη στο πεδίο τιμών της   Φ   , χρησιμοποιούμε και τον συμβολισμό :

                                                                
[image: image202.wmf]ò

f

 f  dV    

για την απόδοση της ποσότητας     
[image: image203.wmf]ò

f

f (Χ)   d x1..... d xn .  Ο λόγος είναι ο εξής: εάν η Φ    είναι αμφιμονοσήμαντη (: 1-1) και έχει θετική   Ιακωβιανή, τότε η ποσότητα αυτή είναι ίση με :     
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f (Φ (u))   JΦ (u)  d(u) =
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f

 f (Χ)   d x
Ειδικότερα, εάν  f 
[image: image206.wmf]º

 1 τότε ο αντίστοιχος τύπος που προκύπτει από τον συμβολισμό αυτόν, δηλαδή ο τύπος :

                                                  
[image: image207.wmf]ò

f

 dV             

ορίζει τον όγκο της επιφανείας    Φ.

Ας δώσουμε τώρα κάποια παραδείγματα : 

Παράδειγμα 1.3.1 
Έστω Κ το υποσύνολο του  R3  που δίνεται από τις σχέσεις : 
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Ορίζουμε  Φ (r, θ, φ) = (x, y, z)    ,όπου :





   x = r sin θ cos φ,





   y = r cos φ,





   z = r cos θ 

Τότε : 




JΦ (r, θ, φ)  = 
[image: image211.wmf](
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 = r2 sin θ
και άρα :
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d x      d y     d z   =   
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JΦ   =  
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 Ας σημειωθεί ότι Φ απεικονίζει το σύνολο Κ επί της κλειστής μοναδιαίας μπάλας του R3, ότι η απεικόνιση αυτή είναι αμφιμονοσήμαντη (:1-1) μόνον στο εσωτερικό του Κ και ότι το τελευταίο ολοκλήρωμα ισούται με τον όγκο του συνόλου Φ(Κ). 

Πρόταση 1.3.2.    Ας υποθέσουμε ότι το σύνολο Κ 
[image: image215.wmf]Ì

 R3  έχει όγκο ίσο με μ.. 

Εάν  Φ (x) = t + H X  (X 
[image: image216.wmf]Î
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Â

), όπου Η είναι οποιοσδήποτε n x n πραγματικός πίνακας, τότε ο όγκος
Φ (K)  ισούται με  μ | det H |([29]).


Πρόταση 1.3.3.    Εάν το εσωτερικό int P : = 
 X 
[image: image218.wmf]Î
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 : 
[image: image220.wmf]$

ε > 0  με Β(Χ, ε) 
[image: image221.wmf]Ì

 Ρ    ενός πολυτόπου P του  
[image: image222.wmf]n

Â

 είναι μη κενό, τότε το Ρ έχει n+1 κορυφές η κυρτή θήκη των οποίων έχει θετικό όγκο. (Θυμίζουμε ότι η κυρτή θήκη C(V) ενός συνόλου  V
[image: image223.wmf]Ì
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  είναι το μικρότερο κυρτό σύνολο 
[image: image225.wmf]n

Â

 που περιέχει το V,δηλαδή είναι η τομή όλων των κυρτών συνόλων του 
[image: image226.wmf]n

Â

 που περιέχουν το V).
Για την απόδειξη της Πρότασης 1.3.3. χρειαζόμαστε το ακόλουθο κατατοπιστικό Λήμμα :

Λήμμα 1.3.4. Έστω  P =   { X 
[image: image227.wmf]Î
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Â

 : A X ≤ b}         ένας μη κενός πολυτόπος του 
[image: image229.wmf]n

Â

.

(i). Εφόσον ο πολυτόπος Ρ είναι φραγμένος (δηλαδή εφόσον το σύνολο Ρ είναι ένα πολύεδρο), τότε ένα σημείο  W 
[image: image230.wmf]Î

 
[image: image231.wmf]n

Â

 είναι κορυφή του Ρ εάν και μόνον εάν υπάρχουν n γραμμικά ανεξάρτητες υποθέσεις μεταξύ αυτών που περιέχονται στην ανισότητα A X ≤ b, οι οποίες εκδηλώνονται ως ισότητες επί του σημείου W.

(ii). Κάθε σημείο X 
[image: image232.wmf]Î

P μπορεί να γραφεί σαν κυρτός συνδυασμός το πολύ n + 1 κορυφών του Ρ.

Απόδειξη του Λήμματος. (i). Για το ευθύ μέρος της Απόδειξης ( :
[image: image233.wmf]Þ

) ας θεωρήσουμε μία οποιαδήποτε κορυφή W του Ρ (δηλαδή οποιοδήποτε σημείο W του Ρ που δεν μπορεί να γραφεί σαν κυρτός συνδυασμός  δύο διαφορετικών από το W σημείων του P). Ας συμβολίσουμε με :




                           Β Χ ≤ b΄
εκείνες τις ανισοτικές υποθέσεις μεταξύ των A X ≤ b που εκδηλώνονται ως ισότητες επί του σημείου W (: Β W = b΄)
και ας υποθέσουμε, για να οδηγηθούμε σε άτοπο, ότι  η τάξη rank(B) του Β είναι μικρότερη ή ίση του αριθμού n-1.

Επιλέγουμε ένα μη μηδενικό διάνυσμα t μέσα στον πυρήνα Ker(B) του Β. Τότε το σημείο :

W΄= W + γ t

θα ικανοποιεί την ισότητα B W΄= b΄ για οποιαδήποτε τιμή του παραμετρικού πραγματικού αριθμού γ. Επίσης, για αρκετά μικρές θετικές τιμές της παραμέτρου γ0 ,τα σημεία :






W 
[image: image234.wmf]±

 γ0 t
θα ικανοποιούν τις υπόλοιπες ανισοτικές υποθέσεις. Όμως, τότε η ισότητα :





W = 
[image: image235.wmf]2

1

(W + γ0 t) +  
[image: image236.wmf]2

1

 (W - γ0 t)
θα αντιτίθεται προς την ιδιότητα του W να είναι κορυφή του πολυέδρου Ρ.

Για το αντίστροφο μέρος της Απόδειξης ( :
[image: image237.wmf]Ü

),ας υποθέσουμε ότι οι υποθέσεις
Β Χ ≤ b΄ (μεταξύ των A X ≤ b) εκφυλίζονται σε ισότητες επί του σημείου W και, επιπλέον, ότι rank(B) = n. Προκειμένου να οδηγηθούμε σε άτοπο, ας υποθέσουμε ακόμη ότι :





W = λ W(1) + (1 – λ) W(2)

Για κάποιο λ 
[image: image238.wmf]Î

] 0,1 [
και κάποια W(1)  
[image: image239.wmf]Î

 P, W(2)  
[image: image240.wmf]Î

 P
με W(1)  
≠ W, W(2) ≠ W
.

Τότε, επειδή B W(1)  ≤ b΄, B W(2)  ≤ b΄ και 0 < λ < 1 ,θα έχουμε :




B W = λ (B W(1)) + (1 – λ) (B W(2)) = b΄
εάν και μόνο εάν B W(1)   = B W(2)  ≤ b΄
. Καθώς όμως ο πίνακας Β έχει τάξη ίση με n, θα έπεται ότι W(1)   = W(2)  = W, που είναι άτοπο.

(ii). Εφαρμόζοντας την επαγωγική μέθοδο επί μίας φθίνουσας φυσικής παραμέτρου r(=n,n-1,.....,1), θα αποδείξουμε ότι εάν
X
[image: image241.wmf]Î

P   και εάν υπάρχουν τουλάχιστον r γραμμικά ανεξάρτητες ανισοτικές υποθέσεις οι οποίες λαμβάνουν την μορφή ισότητας επί του σημείου Χ, τότε το Χ μπορεί να γραφεί σαν ένας κυρτός συνδυασμός το πολύ n+1-r κορυφών του Ρ.

Καταρχάς, εάν r = n τότε, βάσει του μέρους (i) του παρόντος Λήμματος, το Χ είναι ήδη μία κορυφή του Ρ.

Έστω τώρα r < n και X
[image: image242.wmf]Î

P .Ας δεχτούμε λοιπόν ότι υπάρχουν τουλάχιστον r γραμμικά ανεξάρτητες ανισοτικές υποθέσεις οι οποίες εκδηλώνονται ως ισότητες επί του σημείου Χ. Χωρίς απώλεια της γενικότητας, μπορούμε να υποθέτουμε ότι το Χ δεν είναι κορυφή του Ρ. Κατασκευάζουμε έναν νέο πολυτόπο αντικαθιστώντας τις παραπάνω r ανισοτικές υποθέσεις με αντίστοιχες ισότητες. Επειδή κάθε κορυφή του νέου πολυτόπου (που όμως δεν είναι υποχρεωτικά πολύεδρο) είναι κορυφή του Ρ, μπορούμε να αντικαταστήσουμε τον Ρ με τον νέο πολυτόπο τον οποίο, για λόγους οικονομίας των συμβολισμών, θα συμβολίσουμε πάλι με Ρ.


Έστω V μία κορυφή του νέου πολυτόπου Ρ. Θεωρούμε το σημεία :




                           V + t (X-V)           (t ≥ 1)

και ορίζουμε τον αριθμό :   t0 = sup   t : V + t (X-V)  
[image: image243.wmf]Î

P     > 1    

Στο σημείο Y = V + t (X-V)  τουλάχιστον μία επί πλέον ανισοτική υπόθεση εκφυλίζεται σε ισότητα. Κατασκευάζουμε έναν νέο πολυτόπο Ρ΄ από τον Ρ μετατρέποντας αυτήν την ανισότητα σε ισότητα. Τότε, επειδή τουλάχιστον r+1 γραμμικά ανεξάρτητες υποθέσεις θα εκδηλώνονται ως ισότητες επί του σημείου Υ, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την επαγωγική υπόθεση προκειμένου να εκφράσουμε το σημείο Υ σαν ένα κυρτό συνδυασμό το πολύ n+1-(r+1) κορυφών του Ρ΄ (και συνεπώς του Ρ) :




                    Y = 
[image: image244.wmf]å
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με  
[image: image245.wmf]å

l

j = 1 ,  
[image: image246.wmf]l

j ≥0. Από την άλλη πλευρά, η ισότητα
 Y = V + t (X-V) συνεπάγεται την σχέση :
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 Y + (1 - 
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) V = X
και άρα έχουμε :
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  Y(j)  (1 - 
[image: image251.wmf]t

0

1

) V = X
που σημαίνει ότι το σημείο Χ γράφεται σαν κυρτός συνδυασμός το πολύ n+1-r κορυφών.

Απόδειξη της Πρότασης 1.3.3. Από το γεγονός ότι κάθε σημείο του πολυτόπου Ρ μπορεί να εκφρασθεί σαν κυρτός συνδυασμός το πολύ n+1 κορυφών (πρ. βλ. Λήμμα 1.3.4. (ii)), καθώς επίσης και από το γεγονός ότι το σύνολο Ρ είναι κυρτό, έπεται ότι μπορούμε να γράψουμε το Ρ σαν την ένωση κυρτών θηκών C(V) υπεράνω όλων των υποσυνόλων V του Ρ που έχουν n+1 κορυφές. Έτσι, επιλέγοντας οποιαδήποτε κλειστή μπάλα 

[image: image252.wmf]_

B

 (X , ε)  στο εσωτερικό int (P) του Ρ, η μπάλα αυτή θα είναι ένωση συνόλων της μορφής 
[image: image253.wmf]_

B

(X , ε) 
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 C (V).  Καθώς όμως η κάθε κλειστή μπάλα 

[image: image255.wmf]_

B

(X , ε) έχει θετικό όγκο (πρ. βλ. Παράδειγμα 1.3.1), ένα τουλάχιστον μέλος 
[image: image256.wmf]_
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(X , ε) 
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 C (V) 
της ένωσης αυτής θα έχει επίσης θετικό όγκο και επομένως μία τουλάχιστον κυρτή θήκη C(V) θα έχει θετικό όγκο.

Χρησιμοποιώντας την μέθοδο της μαθηματικής επαγωγής και τον ορισμό της ολοκλήρωσης συναρτήσεων περισσοτέρων μεταβλητών, μπορούμε ν’ αποδείξουμε το επόμενο Λήμμα :

Λήμμα 1.3.5. Ο όγκος του συνόλου :
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 =  { X 
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 : X ≥ 0 , 
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 ≤ 1 }      

ισούται με  
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Επί του Λήμματος  αυτού στηρίζεται και η ακόλουθη Πρόταση :

Πρόταση 1.3.6. Ο όγκος της κυρτής θήκης που σχηματίζουν n+1 σημεία V(0) , V(1),…. , V(n) του  
[image: image263.wmf]n

Â

  είναι τουλάχιστον ίσος με :






[image: image264.wmf]!

1

n

       det       V(0) , V(1),…. , V(n)                                   
Παρατήρηση 1.3.7.  Στην πραγματικότητα, ο όγκος της παρακάνω θήκης είναι ακριβώς ίσος με την παραπάνω ποσότητα. Όμως, για τους σκοπούς μας, αρκεί η διατύπωση που δίνεται στην Πρόταση 1.3.6.

Απόδειξη της Πρότασης 1.3.6.  Θεωρούμε τα διανύσματα του 
[image: image265.wmf]n

Â

 :





Z(j)  : =  V(j)  - V(0)           ( j=0,1,2,…….n)                                       

Ο όγκος της κυρτής θήκης των σημείων V(0) , V(1),…. , V(n) είναι προφανώς ο ίδιος με αυτόν της κυρτής θήκης C των σημείων Z(0) , Z(1),…. , Z(n). Ορίζοντας τον n x n πίνακα Ζ έτσι ώστε, για κάθε  j=1,2,…,n  η j-στήλη του να είναι το διάνυσμα 
Z(j) (δηλαδή, έτσι ώστε Ζ j  = Z(j)), είναι εύκολο να επαληθεύσουμε (μετά από αφαίρεση της πρώτης στήλης από κάθε άλλη στήλη) ότι :





det Ζ =  det      V(0) , V(1),…. , V(n)     

Έστω τώρα η απεικόνιση :



T:   
[image: image266.wmf]n
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X 
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T (X)
= Ζ X


Σύμφωνα με την Πρόταση 1.3.2. και το Λήμμα 1.3.5. ο όγκος του συνόλου T (
[image: image270.wmf]G

n

) ισούται 

με  
[image: image271.wmf]!

1

n

 |det Ζ |.  Αποδεικνύοντας ότι 
T (
[image: image272.wmf]Γ

n

)

[image: image273.wmf]Ì

 C, θα ολοκληρώσουμε την Απόδειξη.

Προς τούτο, θεωρούμε τα διανύσματα :


        e(0)  =             ,  e(1)  =             ,  e(2)  =             , e(3)  =            , …………, e(n) =                                                                                                                   

θεωρούμε επίσης ένα διάνυσμα 
του  X= (x1, x2, ……, xn )T του  Γn
. Θέτουμε :

                                                 x0 : = 1– x1 – x2 – ... – xn                                                                                                               

Προφανώς, ισχύει :




                 X = 
[image: image274.wmf]å
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n

j

0

 xj   e(j)
και, κατ’ ακολουθία, θα έχουμε :



 Τ(Χ) = Ζ Χ = 
[image: image275.wmf]å
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n

j

0

 xj   Ζ e(j)  = 
[image: image276.wmf]å
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0

 xj   Ζ (j)
Αυτό σημαίνει ότι το σημείο 
Τ(Χ)
είναι κυρτός συνδυασμός των Z(0) , Z(1),…. , Z(n).
Επειδή όμως οποιοσδήποτε κυρτός συνδυασμός σημείων κυρτού συνόλου περιέχεται μέσα στο σύνολο, έπεται ότι Τ(Χ)
 
[image: image277.wmf]Î

 C και άρα ότι  T (
[image: image278.wmf]Γ

n

)
[image: image279.wmf]Ì

 C
.

Ανεξάρτητα από τα όσα προηγήθηκαν περί της έννοιας του όγκου, δίνουμε και μία Πρόταση διαφορετικού περιεχομένου, η σημασία της οποίας θα φανεί αργότερα :

Πρόταση 1.3.8.
Για κάθε  α = (α1, α2, ……, αn )T 
[image: image280.wmf]Î

 
[image: image281.wmf]n

Â

 υπάρχει ένας ορθογώνιος πίνακας U τέτοιος ώστε 
U α = (
[image: image282.wmf]a

,0,0, ……, 0 )T.

Απόδειξη. Αρκεί να θεωρήσουμε μόνον την περίπτωση διανυσμάτων 
α
[image: image283.wmf]Î


[image: image284.wmf]n

Â

 που έχουν μοναδιαίο μήκος και τουλάχιστον δύο μη μηδενικές συνιστώσες.

Κατ’ αρχάς, κατασκευάζουμε ένα ορθογώνιο πίνακα U για τον οποίο το γινόμενο U α  θα έχει σαφώς λιγότερες μη μηδενικές συνιστώσες σε σύγκριση με το α. Ακολούθως, πολλαπλασιάζοντας διαδοχικά μεταξύ τους πίνακες αυτής της μορφής, μπορούμε να περιορίσουμε το πλήθος των μη μηδενικών συνιστωσών του α σε μία μόνον συνιστώσα η οποία θα ισούται με 
[image: image285.wmf]1

±

, γιατί ο πολλαπλασιασμός με ορθογώνιους πίνακες αφήνει αμετάβλητα μήκη. Τέλος, πολλαπλασιάζοντας με έναν κατάλληλο πίνακα μετάθεσης (ή με τον αρνητικό του), μετατρέπουμε το αποτέλεσμα σε ένα διάνυσμα της μορφής (1, 0, 0, ……, 0, )T.

Μετά την προηγηθείσα περιγραφή της κατασκευαστικής αυτής απόδειξης, ας περάσουμε και σε κάποιες τεχνικές λεπτομέρειές της.

Προς τούτο, υποθέτουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι  ακ  ≠ 0 και ότι αj  ≠ 0
για κάθε 

j > k. Έστω U ο πίνακας που προέρχεται από τον n x n μοναδιαίο πίνακα εφ’ όσον αντικαταστήσουμε τους υποπίνακες του :
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Στις θέσεις  (k,k), (k,j), (j,k) και (j,j)
με τους νέους υποπίνακες :
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Είναι εύκολο να επαληθεύσουμε ότι ο κατ’ αυτόν τον τρόπο σχηματιζόμενος πίνακας U είναι πράγματι ορθογώνιος. Επί πλέον, παρατηρούμε ότι εάν 
i ≠k,j  , τότε η i-συνιστώσα του γινομένου U α ισούται με  αi,ενώ η j-συνιστώσα του ίδιου γινομένου ισούται με :
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και η Απόδειξη ολοκληρώθηκε.

Παρατήρηση 1.3.9. Μία εναλλακτική Απόδειξη της Πρότασης 1.3.8. μπορεί να προκύψει με την εφαρμογή της διαδικασίας ορθοκανονικοποίησης Gram – Schmidt.

1.4 Ελλειψοειδής Αλγόριθμος,

(α). Περιγραφή και Ανάλυση του Αλγορίθμου.


Ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος επιλύει το γενικό πρόβλημα των Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI) σε πολυωνυμικό χρόνο. Σε κάθε επανάληψή του, παράγει ένα ελλειψοειδές Ε το οποίο περιέχει την εφικτή περιοχή T =    X 
[image: image289.wmf]Î
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 : A X < b      του προβλήματος και ελέγχει εάν το κέντρο t του Ε ανήκει στην περιοχή αυτή. Εάν το t ανήκει πράγματι στο σύνολο F,  τότε ο Αλγόριθμος δηλώνει ότι το t είναι μία ζητούμενη λύση και σταματά έχοντας επιλύσει επιτυχώς το πρόβλημα. Σε διαφορετική περίπτωση, βρίσκει μία υπόθεση του προβλήματος (LSI), έστω την  Ai X  < bi   η   οποία παραβιάζεται από το t, υπό την έννοια ότι :





                Ai t ≥ bi
Επειδή 
Ai t  ≥  bi, δεν θα υπάρχει εφικτό σημείο μέσα στο ήμισυ του ελλειψοειδούς συνόλου το κείμενο στο «άνω» μέρος του υπερεπίπεδου που διέρχεται από το t και που είναι παράλληλο προς την παραβιασθείσα υπόθεση. (Στο παρακάτω Σχήμα, το υπερεπίπεδο αυτό αναπαρίσταται με την γραμμή που διέρχεται από την αρχή των αξόνων). Το άλλο ήμισυ του ελλειψοειδούς Ε, (το οποίο στο Σχήμα αναπαρίσταται με το χωρίο  του ελλειψοειδούς που έχει επικαλυφθεί με σκίαση), περιλαμβάνει όλα τα σημεία του συνόλου F.


Η ειδοποιός ιδέα του Αλγορίθμου έγκειται στην κατασκευή ενός νέου ελλειψοειδούς συνόλου Ε΄ το οποίο οφείλει να περιέχει το δεύτερο ήμισυ του Ε (το αναπαριστώμενο ως σκιασμένο στο Σχήμα) και του οποίου ο όγκος πρέπει να είναι αξιοσημείωτα μικρότερος σε σχέση με τον όγκο του Ε. Το σύνολο Ε’ θα είναι ελλειψοειδές της επόμενης επανάληψης.

Κατ’ αυτόν τον τρόπο, ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος στοχεύει στην δημιουργία μίας ακολουθίας ελλειψοειδών, κάθε από τα οποία αφ’ ενός περιέχει την εφικτή περιοχή F και αφ’ ετέρου συρρικνώνεται σημαντικά ως προς τον όγκο του σε σχέση με όλα τα προηγούμενα. Εάν ένα από τα ελλειψοειδή της δημιουργούμενης ακολουθίας συμβεί να έχει το κέντρο του μέσα στην εφικτή περιοχή, τότε ο Αλγόριθμος αποδίδει αμέσως το κεντρικό αυτό σημείο και σταματά. ( Στην πραγματικότητα, τα εκάστοτε ελλειψοειδή μπορούν να μην περιέχουν ολόκληρη την εφικτή περιοχή αλλά μόνον ένα αρκετά ευρύ μέρος της. Όμως, η ιδιαίτερη αυτή κατάσταση αποτελεί μία μικρής σημασίας τεχνική λεπτομέρεια.)

Αλλά τι θα συνέβαινε όταν το σύνολο F ήταν κενό; Προφανώς, σύμφωνα με όσα προηγήθηκαν, κανένα από τα κέντρα των συρρικνούμενων ελλειψοειδών δεν θα μπορούσε να είναι ένα εφικτό σημείο του προβλήματος, με λογική συνέπεια την πεσιμιστική πρόβλεψη μίας ενδεχομένως έπ’ άπειρον εξέλιξη της ματαίας και ατερμάτιστης διαδικασίας του Αλγορίθμου. Ωστόσο, όπως θα δούμε, και στην περίπτωση αυτή, μπορούμε να αντεπεξέλθουμε θεωρώντας ένα σταθερό (θετικό) κάτω φράγμα ν ανεκτικότητας για τον όγκο της οιασδήποτε εφικτής περιοχής (ανεξαρτήτως ενός συγκεκριμένου προβλήματος (LSI)), έτσι ώστε εάν εκτελεσθούν πολλές επαναλήψεις και στην τελευταία από αυτές διαπιστωθεί ότι ο όγκος του τρέχοντος ελλειψοειδούς είναι μικρότερος από τον αριθμό ν, τότε η εξέλιξη του Αλγορίθμου να διακόπτεται αυτόματα και να δηλώνεται ότι  F =  
[image: image291.wmf].




Παράδειγμα 1.4.1.  Ας υποθέσουμε ότι :
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Και ότι μεταξύ των υποθέσεων του προβλήματος (LSI) υπάρχει και η (γνήσια) ανισοτική σχέση.
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  Τότε, από το γεγονός ότι :
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καθώς και από το συνεπακόλουθό του :
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προκύπτει ότι:
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Το νέο ελλειψοειδές θα είναι λοιπόν το σύνολο :
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ενώ το παλαιό ελλειψοειδές ήταν το σύνολο :
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Για τον σχηματισμό του νέου ελλειψοειδούς, θα μπορούσαμε να είχαμε χρησιμοποιήσει οποιοδήποτε ελλειψοειδές που περιέχει το χωρίο εκείνο του 
[image: image304.wmf]n
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 το οποίο εκτείνεται υπεράνω της γραμμής :






x1 - x2= -1,

αφού τα σημεία που βρίσκονται στο εξωτερικό μέρος αυτού του χωρίου θα είναι, κατ’ ανάγκη, μη εφικτά. Ωστόσο, ο Αλγόριθμος επιλέγει να εσωκλείσει στο 
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 το ήμισυ εκείνο του παλαιού ελλειψοειδούς 
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 το κείμενο υπεράνω της γραμμής :






x1 - x2  =0

(η οποία είναι παράλληλη προς την παραβιασθείσα υπόθεση και διέρχεται από το κέντρο του 
[image: image307.wmf]n
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), επειδή  τύπος που περιγράφει το 
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 είναι συγκριτικά πιο απλός (πρ. βλ. Σχήμα 1.3).

Το πρώτο μεγάλο ζήτημα που εγείρεται αφορά την ορθότητα του Αλγορίθμου και φυσικά στην δυνατότητά του προς πλήρη επίλυση όλων των προβλημάτων των Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI). Προς αυτή την κατεύθυνση θα στραφεί τώρα το ενδιαφέρον μας.

Αρχίζουμε με το εξής Θεώρημα :

Θεώρημα 1.4.2. Έστω
Gν ένας θετικά ορισμένος n x n πίνακας, έστω 
[image: image309.wmf]n
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, και έστω  α ένα μη – μηδενικό διάνυσμα του  
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. Εάν κατασκευάσουμε τον n x n πίνακα Gν+1
και το n –  διάνυσμα 

[image: image311.wmf] 
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, όπως στο δεύτερο Στάδιο του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου, τότε :

(i). Ο πίνακας 
Gν+1
είναι θετικά ορισμένος, και συνεπώς το σύνολο :
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είναι ένα ελλειψοειδές.

(ii). Το ήμισυ 
H 
[image: image313.wmf]n
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 [α] του ελλειψοειδούς  
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το περιέχον την εφικτή περιοχή F :

H 
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 [α] = 
[image: image316.wmf]n

E
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βρίσκεται μέσα στο νέο ελλειψοειδές 
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(iii). Ισχύει η ανισοτική σχέση : 
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(και συνεπώς το νέο ελλειψοειδές 
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είναι αξιοσημείωτα μικρότερο από το παλαιό 
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Λήμμα 1.4.3. Έστω n ≥ 2. Εάν Ε είναι το ελλειψοειδές σύνολο :
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[image: image326.wmf],

τότε :

(i). Ο πίνακας G  είναι θετικά ορισμένος, και συνεπώς το σύνολο E είναι ελλειψοειδές.

(ii). Το ήμισυ της κλειστής μοναδιαίας μπάλας  
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 το οριζόμενο από την σχέση H
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  , βρίσκεται μέσα στο E, δηλαδή :
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(iii). Ισχύει η ανισότητα :
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Απόδειξη του Λήμματος 1.4.3.

(i). Μπορούμε να επαληθεύσουμε εύκολα ότι ο πίνακας G γράφεται υπό την μορφή :






G = H HT
όπου Η είναι ο διαγώνιος n x n πίνακας :
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(ii). Έστω 
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επειδή 
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και επομένως :
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(iii). Σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 1.2, το ελλειψοειδές E είναι η εικόνα της μοναδιαίας κλειστής μπάλας 
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. Τότε, η Πρόταση 1.3.2. εγγυάται ότι :

                  όγκος  (E) = |det Η| όγκος (
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Καθώς είναι εύκολο αφ’ ενός να δούμε ότι :
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Αλλά και αφ’ ετέρου να επαληθεύσουμε ότι :

                                 «για κάθε  
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θα έχουμε :
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Το επόμενο Λήμμα είναι αναγκαίο, γιατί συνδέει την ειδική περίπτωση του Λήμματος 1.4.3. με την γενική περίπτωση του Θεωρήματος 1.4.2. : 
Λήμμα 1.4.4  Έστω Gν ένας θετικά ορισμένος  n x n  πίνακας, έστω t(ν) ∈ 
[image: image354.wmf]Â

n, και έστω α ένα μη-μηδενικό διάνυσμα του 
[image: image355.wmf]Â

n. Έστω επίσης τα σύνολα :

Εν = { Χ ∈
[image: image356.wmf]Â

n: (Χ - t(ν))Τ . Gν-1 . (Χ - t(ν)) ≤ 1} και

ΗΕν[α] = Εν ∩ { Χ ∈
[image: image357.wmf]Â

n: αΤ . (Χ - t(ν)) ≤ 0} 

τα οποία ορίστηκαν κατά την εκφώνηση του Θεωρήματος 1.4.2 , και έστω : 

Ε,

Η
[image: image358.wmf]B

 και 

t 

τα μεγέθη που θεωρήθηκαν στο προηγούμενο Λήμμα 1.4.3. Εάν κατασκευάσουμε τον n x n  πίνακα Gν+1 και το n-διάνυσμα t(ν+1), όπως στο δεύτερο Στάδιο του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου, τότε υπάρχει ένας συσχετιζόμενος μετασχηματισμός  S : 
[image: image359.wmf]Â

n → 
[image: image360.wmf]Â

n  τέτοιος ώστε :

(i) Η μοναδιαία κλειστή μπάλα 
[image: image361.wmf]B

(0,1) να απεικονίζεται, μέσω του S, επί του ελλειψοειδούς Εν , δηλαδή :

S(
[image: image362.wmf]B

(0,1)) = Εν = { Χ ∈
[image: image363.wmf]Â

n: (Χ - t(ν))Τ ∙ Gν-1 ∙ (Χ - t(ν)) ≤ 1}.

(ii) Το σύνολο Ε να απεικονίζεται, μέσω του S, επί του ελλειψοειδούς Εν+1 , δηλαδή :

S(Ε) = Εν+1 = { Χ ∈
[image: image364.wmf]Â

n: (Χ - t(ν+1))Τ ∙
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(iii) Το ήμισυ της  Η
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 της μπάλας 
[image: image367.wmf]B

(0,1) απεικονίζεται, μέσω του S, επί του ημίσεως ΗΕν[α] του ελλειψοειδούς Εν , δηλαδή :

S(Η
[image: image368.wmf]B

) = ΗΕν[α]. 

Απόδειξη του Λήμματος 1.4.4  Επειδή ο πίνακας Gν  έχει υποτεθεί ότι είναι θετικά ορισμένος, υπάρχει ένας αντιστρέψιμος πίνακας Q τέτοιος ώστε  Gν = Q ∙ QΤ. Από την Πρόταση 1.3.8 έπεται η ύπαρξη ενός ορθογώνιου πίνακα  UΤ με την ιδιότητα : 

UΤ∙ (QΤ ∙ α) = 
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Θεωρούμε τώρα τον ακόλουθο συσχετιζόμενο μετασχηματισμό : 

S : 
[image: image370.wmf]Â

 n → 
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n : Χ →  S(Χ) := t(ν) + (Q ∙ U) ∙ X .

(i) Είναι φανερό ότι επειδή :

S(
[image: image372.wmf]B

(0,1)) = { S(Χ) : ΧΤ ∙ Χ  ≤ 1}



 = { Υ ∈
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n: (S-1 Y)Τ ∙ (S-1 Y)  ≤ 1}



 = { Υ ∈
[image: image374.wmf]Â

n: (Y - t(ν))Τ ∙ (Q-1)Τ ∙ U ∙ UΤ ∙ Q-1∙ (Y - t(ν))  ≤ 1},

οι σχέσεις U ∙ UΤ = Ι  και  (Q-1)Τ ∙ Q-1 = Gν-1   συνεπάγονται ότι :

S(
[image: image375.wmf]B

(0,1)) = { Υ ∈
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n : (Y - t(ν))Τ ∙ Gν-1 ∙ (Y - t(ν))  ≤ 1} = Εν .

(ii) Έχουμε :

Gν+1 = 
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Αλλά , η σχέση : 

UΤ∙ QΤ ∙ α  = 
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συνεπάγεται ότι : 

(UΤ∙ QΤ ∙ α) ∙ (αΤ∙ Q ∙U) = 
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       = Q ∙ QT - 
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Με άλλα λόγια, έχουμε την ισότητα : 

Gν+1 = Q ∙ U ∙ G ∙UΤ∙ QΤ,
Όπου ο πίνακας G ορίζεται στο Λήμμα 1.4.3. Επίσης έχουμε : 

X - t(ν+1) = X - t(ν)  + 
[image: image391.wmf]a
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Καθώς όμως : 

(UΤ∙ QΤ) ∙ α = 
[image: image392.wmf],
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λαμβάνουμε :

X - t(ν+1) = X - t(ν)  + 
[image: image393.wmf]a
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                           = X - t(ν)  + Q ∙ U ∙ 
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                           = Q ∙U ∙ [U-1 ∙ Q-1 ∙ (X - t(ν)) – t]

                           = Q ∙U ∙ [S-1 ∙ (X) – t],

απ’ όπου έπεται ότι :

S(E) = { S(X) : (X - t)T∙G-1 ∙(X - t) ≤1}

        = { X : (S-1X - t)T∙G-1 ∙(X - t) ≤1}

        = { Χ ∈
[image: image395.wmf]Â

n : (Χ - t(ν))Τ . (Qν-1)T . U ∙ G-1 ∙ UΤ ∙ Q-1 (Χ - t(ν+1)) ≤ 1}. 

Όπως όμως έχουμε δείξει παραπάνω :


[image: image396.wmf]1

1

G

-

+

n

= (Q-1)Τ ∙ U ∙ G-1 ∙ UΤ ∙ Q-1,
και επομένως ισχύει : 

S(E) = { Χ ∈
[image: image397.wmf]Â

n : (Χ - t(ν+1))Τ . 
[image: image398.wmf]1
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 ∙ (Χ - t(ν+1)) ≤ 1} = Εν+1. 

(iii) Είναι σαφές πως ένα σημείο Υ ανήκει στο σύνολο S({X = (x1,x2,…xn)T ∈
[image: image399.wmf]Â

n : x1 ≤ 0}) εάν και μόνο εάν υπάρχει ένα σημείο X = (x1,x2,…xn)T ∈
[image: image400.wmf]Â

 τέτοιο ώστε : 

Υ= t(ν) + (Q ∙U) ∙ X  και x1 ≤ 0.

Καθώς όμως :

x1  ≤ 0 ( 
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έχουμε :

Υ ∈ S({X ∈
[image: image403.wmf]Â

n : x1  ≤ 0}) ( ΧΤ ∙ UΤ ∙ QT ∙ α ≤ 0 

                                         ( [U-1 ∙ Q-1 ∙ (Y- t(ν))]T ∙ UΤ ∙ QT∙  α  ≤ 0

                                         ( (Y- t(ν))T ∙ α  ≤ 0

                                         ( α T ∙ (Y- t(ν))  ≤ 0.

Με άλλα λόγια οδηγηθήκαμε στη διαπίστωση ότι : 

S({X ∈
[image: image404.wmf]Â

n : x1  ≤ 0}) = {X ∈
[image: image405.wmf]Â

n : α T ∙ (Χ- t(ν))  ≤ 0}.

Από τη διαπίστωση αυτή έπεται το συμπέρασμα του Μέρους (iii) του Λήμματος, αφού :

S(Η
[image: image406.wmf]B

) = S(
[image: image407.wmf]B

(0,1) 
[image: image408.wmf]Ç

 {X ∈
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n : x1  ≤ 0}) 

             = S(
[image: image410.wmf]B

(0,1)) 
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 S({X ∈
[image: image412.wmf]Â

n : x1  ≤ 0})       (λόγω της ομοπαραλληλίας του μετασχηματισμού S)

             =  Eν  
[image: image413.wmf]Ç

 {X ∈
[image: image414.wmf]Â

n : α T ∙ (Χ- t(ν))  ≤ 0} 

             =  ΗΕν[α] .

Η Απόδειξη του Λήμματος 1.4.4 ολοκληρώθηκε. ■

Είμαστε τώρα σε θέση να αποδείξουμε το Θεώρημα 1.4.2 : 

Απόδειξη του Θεωρήματος 1.4.2 

(i). Από την Απόδειξη του Μέρους (ii) του Λήμματος 1.4.4, έπεται ότι :  

Gν+1 = Q ∙ U ∙ G ∙UΤ∙ QΤ
        = (Q ∙ U ∙
[image: image415.wmf]G

) ∙( Q ∙ U ∙
[image: image416.wmf]G

)Τ
και ότι ο n x n πίνακας  Q ∙ U ∙
[image: image417.wmf]G

 είναι αντιστρέψιμος. Αυτό σημαίνει ότι ο πίνακας Gν+1 είναι θετικά ορισμένος. Άρα, το σύνολο : 
Εν+1 = {Χ∈
[image: image418.wmf]Â

n : (Χ- t(n+1))T∙
[image: image419.wmf]1
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είναι ένα ελλειψοειδές.

(ii).  Από το Μέρος (iii) του Λήμματος 1.4.4, έχουμε :

ΗΕν[α] = S(Η
[image: image420.wmf]B

)

ενώ από το Μέρος (ii) του Λήμματος 1.4.3 :
Η
[image: image421.wmf]B



 EMBED Equation.3  [image: image422.wmf]Ì

 Ε
Άρα :

ΗΕν[α] 
[image: image423.wmf]Ì

 S(Ε) = Εν+1 (σύμφωνα με το Λήμμα 1.4.4 (ii)).
(iii).  Από την Πρόταση 1.3.2 συνεπάγεται ότι :
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Όμως, για το τελευταίο πηλίκο, ισχύει, σύμφωνα με το Λήμμα 1.4.3 (iii), η ακόλουθη ανισότητα :
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Άρα, έχουμε : 
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και η Απόδειξη του Θεωρήματος είναι πλήρης. ■

Για την πλήρη τεκμηρίωση της ορθότητας του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου (και πιο συγκεκριμένα για την τεκμηρίωση της ορθότητας του τρίτου Σταδίου του Αλγορίθμου), χρειαζόμαστε μια επιπλέον τελευταία βοηθητική Πρόταση η οποία θα πρέπει να διαβεβαιώνει ότι εάν το ελλειψοειδές έχει όγκο μικρότερο του αριθμού 2-(n+2)∙L τότε το πρόβλημα (LSI) δεν έχει εφικτές λύσεις.

Προς τούτο, αρκεί να αποδείξουμε το επόμενο :
Λήμμα 1.4.5   Εάν ένα πρόβλημα Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI) έχει μια λύση, τότε το σύνολο των λύσεων που βρίσκονται στην μπάλα 
[image: image431.wmf]B

(0, n∙2L) = E0  έχει όγκο που είναι τουλάχιστον ίσος με τον αριθμό : 

2-(n+2)∙L 
 (L είναι το μέγεθος του προβλήματος (LSI) ).
Απόδειξη  Αρχίζουμε την Απόδειξη, επισημαίνοντας ότι εάν ένα πρόβλημα (LSI) : 

Α∙Χ < b 

(μεγέθους L) έχει μία λύση Ζ, τότε και το ανισοτικό πρόβλημα : 

Α∙Χ < b
    xj < 2L   για  j = 1,2,… n
    xj > -2L  για  j = 1,2,… n
επιλύεται επίσης. (Πράγματι κάθε λύση του συστήματος Α∙Χ < b είναι προφανώς μία λύση και του συστήματος Α∙ Χ ≤ b. Μάλιστα, χωρίς ιδιαίτερη δυσκολία, μπορούμε να δείξουμε, αναλύοντας το ισοδύναμο προς το τελευταίο παραπάνω σύστημα :

Α∙Χ + Ι∙Υ = b

Υ ≥ 0

ότι μια λύση V = (v1,v2,…vn)T του Α∙Χ ≤ b είναι τέτοια ώστε : 


[image: image432.wmf]j

v

 

 < 2L   για j = 1,2,… n.

Τότε, για κάθε αρκετά μικρό ε > 0, οι συνιστώσες wj του διανύσματος : 

W := V + ε ∙ (Z - V)

 ικανοποιούν όλες τις γνήσιες ανισότητες του συστήματος : 

Α∙W < b
    wj < 2L   για  j = 1,2,… n
    wj > -2L  για  j = 1,2,… n .)

Η επισήμανση αυτή διασφαλίζει το γεγονός ότι ο πολυτόπος που ορίζεται απ’ όλα τα σημεία X = (x1,x2,…xn)T ∈
[image: image433.wmf]Â

n τα οποία ικανοποιούν το ανισοτικό σύστημα : 

Α∙Χ ≤ b
    xj ≤ 2L   για  j = 1,2,… n
    xj ≥ -2L  για  j = 1,2,… n
έχει εσωτερικά σημεία. Σύμφωνα με την Πρόταση 1.3.3, ο πολυτόπος αυτός θα έχει n+1 κορυφές : 

V(0), V(1), …. V(n),

η κυρτή θήκη C των οποίων θα έχει θετικό όγκο. Παρατηρείστε ότι όλα τα εσωτερικά σημεία της κυρτής θήκης C  είναι λύσεις του ανισοτικού προβλήματος : 

Α∙Χ < b ,

οι οποίες βρίσκονται στην μπάλα 
[image: image434.wmf]B

(0, n∙2L). 

Ο όγκος της C είναι, σύμφωνα με την Πρόταση 1.3.6 , τουλάχιστον ίσος με : 
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καθώς τα σημεία V(0), V(1), …. V(n) είναι κορυφές του υπό θεώρηση παραπάνω πολυτόπου : 

{ X = (x1,x2,…xn)T ∈
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n : ΑΧ ≤ b και 
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< 2L   για κάθε  j },

έπεται ότι κάθε ένα από τα σημεία V(j) μπορεί να γραφεί υπό την μορφή : 

V(j)= 
[image: image439.wmf]j
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∙U(j),

όπου U(j) είναι ένα ακέραιο n-διάνυσμα και όπου qj είναι μια ορίζουσα πίνακα της οποίας η απόλυτη τιμή δεν μπορεί να υπερβεί τον αριθμό 2L (βλ. Πρόταση 1.1.2). Έτσι, ο όγκος της C είναι τουλάχιστον ίσος με : 
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 EMBED Equation.3  [image: image442.wmf]n
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Επειδή, ιδιαίτερα, ο αριθμός :
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είναι ένας μη μηδενικός ακέραιος, έπεται ότι ο όγκος της C θα είναι τουλάχιστον ίσος με : 
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Όμως, 
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Επίσης, λόγω της παρουσίας του όρου n∙(log2n) μέσα στον ορισμό του μεγέθους L, έχουμε ότι n! < 2L και άρα :
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Τελικά, ο όγκος της C θα ισούται τουλάχιστον με : 

2-(n+2)∙L
και η Απόδειξη του Λήμματος ολοκληρώθηκε. ■

Είμαστε πλέον έτοιμοι να απαντήσουμε στο κυρίαρχο ερώτημα της Παραγράφου, εάν δηλαδή ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος επιλύει ορθά όλα τα προβλήματα των Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI). 

Θυμίζουμε, μόνον, ότι το αρχικό ελλειψοειδές σύνολο Ε0 των επαναλήψεων του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου είναι η κλειστή μπάλα 
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(0, n∙2L) : 

Ε0 =  
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(0, n∙2L).

Ακόμα, για κάθε r≥0, η κλειστή μπάλα 
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(0, r) με κέντρο 0 και ακτίνα r είναι το σύνολο { Χ∈
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)½ ≤ r} το οποίο, προφανώς, περιέχεται μέσα στο πολύεδρο { Χ∈
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 ≤ r  για j = 1, 2,.., n}: 
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(0, r) 
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n : 
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 ≤ r για j = 1, 2,..,n}.

Άρα, αφού ο όγκος του πολύεδρου είναι ίσος με (2∙ r)n, βλέπουμε ότι ο όγκος της κλειστής μπάλας 
[image: image460.wmf]B

(0, r) θα είναι το πολύ ίσος (2∙ r)n. 

Θεώρημα 1.4.6  Ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος επιλύει ορθά κάθε πρόβλημα Γνησίως Γραμμικών Ανισοτήτων (LSI).
Απόδειξη  Εάν η εκτέλεση του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου ολοκληρωθεί με το συμπέρασμα και την αναφορά ότι ένα σημείο t(ν) είναι εφικτό, τότε επειδή η υιοθετηθείσα μέθοδος εξαγωγής τέτοιων αποτελεσμάτων είναι, βάσει των όσων προηγήθηκαν, ορθή, το συμπέρασμα του Αλγορίθμου θα είναι επίσης ορθό.

Έτσι, θα περιοριστούμε μόνον στην περίπτωση που η εκτέλεση του Αλγορίθμου αποδίδει το συμπέρασμα ότι ένα συγκεκριμένο πρόβλημα (LSI) είναι ανέφικτο και σταματάει. Ας υποθέσουμε, για να οδηγηθούμε σε άτοπο, ότι το συμπέρασμα αυτό είναι εσφαλμένο και ότι το συγκεκριμένο πρόβλημα (LSI) έχει εφικτές λύσεις, δηλαδή ότι η εφικτή περιοχή F του προβλήματος δεν είναι κενή. Τότε, σύμφωνα με το Λήμμα 1.4.5, το σύνολο F
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E0 θα έχει όγκο τουλάχιστον ίσο με 2-(n+2)∙L και θα περιέχεται, εξ ολοκλήρου, μέσα στο E0. Εξ άλλου, σύμφωνα με το Μέρος (ii) του Θεωρήματος 1.4.2, το σύνολο  F
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E0  θα περιέχεται, εξ ολοκλήρου, και μέσα σε κάθε ελλειψοειδές σύνολο Eν (ν=0, 1, …, Ν =16n(n+1)∙L). Όμως τότε, από το Μέρος (iii) του Θεωρήματος 1.4.2, θα είχαμε : 

όγκος (ΕΝ)< [όγκος (Ε0)]∙
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και καθώς : 

[όγκος (Ε0)] < (2n2L)n
(επειδή E0 
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{ X = (x1,x2,…xn)T ∈
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n : 
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≤ n ∙2 L για κάθε j = 1, 2, … n}),

θα καταλήγαμε στη διαπίστωση ότι : 

όγκος (ΕΝ) < (2n2L)n ∙ 2-8nL   και επειδή 2n < 2L   

                  < 22nL ∙ 2-8nL   

                  = 2-6nL   

                  < 2-(n+2)L   

η οποία προφανώς, λόγω του Λήμματος 1.4.5,  είναι άτοπη. ■

(β). Πολυπλοκότητα του Αλγορίθμου

Υποθέτοντας ότι υπάρχει η δυνατότητα επίτευξης ακρίβειας για τα αποτελέσματα των στοιχειωδών αριθμητικών πράξεων μεταξύ πραγματικών αριθμών, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι κάθε επανάληψη του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου εξελίσσεται σε χρόνο που είναι φραγμένος από ένα πολυώνυμο ως προς την μεταβλητή L. Επειδή ο αριθμός N είναι, επίσης φραγμένος από ένα άλλο πολυώνυμο ως προς την μεταβλητή L, ο συνολικός χρόνος που απαιτείται για την πλήρη εκτέλεση του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου είναι πολυωνυμικός.

    ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΤΟΥ KARMARKAR
Η εμφάνιση το 1984 του Αλγορίθμου του Karmarkar για την επίλυση Γραμμικών Προγραμμάτων προκάλεσε μεγάλη αίσθηση στην μαθηματική κοινότητα, καθώς ήταν ο πρώτος Αλγόριθμος πολυωνυμικής τάξης που συναγωνιζόταν ευθέως την Μέθοδο Simplex σε προβλήματα πραγματικού περιεχομένου και ενδιαφέροντος. Όπως ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος, έτσι και ο Αλγόριθμος του Karmarkar, που φέρει επίσης και την ονομασία Προβολικός Αλγόριθμος, αγνοεί σχεδόν τελείως την συνδυαστική δομή του Γραμμικού Προγραμματισμού.

Ο πολυωνυμικής τάξης Ελλειψοειδής Αλγόριθμος παράγει μία ακολουθία σημείων που βρίσκονται στο εξωτερικό μέρος της εφικτής περιοχής του Γραμμικού Προγράμματος. Πρόκειται, δηλαδή, για μία «Μέθοδο εξωτερικού σημείου». Αντίθετα, ο Αλγόριθμος του Karmarkar είναι μία «Μέθοδος εσωτερικού σημείου», γιατί παράγει μία ακολουθία σημείων που βρίσκονται στο εσωτερικό μέρος της εφικτής περιοχής και των οποίων τα κόστη πλησιάζουν διαδοχικά το βέλτιστο κόστος. Στο τέλος υποδεικνύει έναν μηχανισμό μεταπήδησης σε μία κορυφή του πολυτόπου που αναπαριστά την εφικτή περιοχή, επί της οποίας το κόστος δεν θα είναι μεγαλύτερο από αυτό του τελευταίου σημείου της ακολουθίας. Το κόστος αυτό θα είναι το βέλτιστο. (Θυμίζουμε ότι και η Μέθοδος Simplex παράγει τις κορυφές του πολυτόπου της εφικτής περιοχής του Προγράμματος αναζητώντας σε κάθε στάδιο παραγωγής την κορυφή εκείνη στην οποία υλοποιείται το βέλτιστο κόστος).

2.1 Προγράμματα Τυπικής Μορφής Karmarkar

Ο αυθεντικός Αλγόριθμος του Karmarkar επιλύει μόνον ορισμένα προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού, εκείνα τα οποία ονομάζονται προγράμματα τυπικής μορφής Karmarkar. Πρόκειται για συνηθισμένα προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού τέτοια ώστε :

(i) το σύνολο Π όλων των εφικτών λύσεων του προγράμματος είναι της μορφής :

Ω : = { Χ ∈ ℝⁿ : A∙X = 0 }    ⋂     Δ : = { Χ ∈ ℝⁿ : X ≥ 0,  Σxj = 1}   

     και περιέχει το κέντρο   α (0)  : = (
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   του συμπλόκου Δ,  

(ii) κάθε μία εφικτή λύση Χ ∈ Π του προγράμματος έχει μη αρνητικό κόστος :
cT ∙X  ≥ 0 .

Ο σκοπός του Αλγορίθμου έγκειται στον προσδιορισμό ενός σημείου  Χ(0) ∈ Π  με μηδενικό κόστος :

cT ∙X(0)  = 0 .

Εάν δεν υπάρχει τέτοιο σημείο, τότε ο Αλγόριθμος πρέπει να αποφαίνεται την ανυπαρξία αυτή.

Όπως συνήθως, το σύμβολο Α έχει δεσμευθεί για τον συμβολισμό ενός  m x n  πίνακα :


                               Α  =

του οποίου τα στοιχεία αi,j υποτίθεται ότι είναι ακέραιοι αριθμοί. Ακόμη, το σύμβολο cT  αναπαριστά την ανάστροφη γραμμή ( c1, c2, … , cn) ενός δοθέντος διανύσματος :

                                                           

                                        

                                         C =          

ενώ η ανισότητα Χ ≥ 0  για ένα διάνυσμα :

                                                      









                            



 
             X =                                             

σημαίνει ότι  x1 ≥ 0,  x2 ≥ 0, … ,  xn ≥ 0.  Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα υποθέτουμε πάντα ότι οι  m+1 εξισώσεις του συστήματος των υποθέσεων :

            

Είναι γραμμικά ανεξάρτητες μεταξύ τους, επειδή μπορούμε πάντα να παραλείπουμε τις πλεονάζουσες γραμμικά εξαρτημένες γραμμές του Α.

Παρά το γεγονός ότι τα προβλήματα Γραμμικού Προγραμματισμού που έχουν την τυπική μορφή Karmarkar αποτελούν μόνον μία ειδική περίπτωση της γενικής διατύπωσης, θα δούμε, αμέσως μετά την ολοκλήρωση της περιγραφής και της ανάλυσης του Αλγορίθμου του Karmarkar, ότι κάθε πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού μπορεί να μετατραπεί σε ένα πρόγραμμα τυπικής μορφής Karmarkar. Εάν μάλιστα συνυπολογισθεί η ευχέρεια υλοποίησης μίας τέτοιας μετατροπής μέσω ενός προγράμματος πολυωνυμικής τάξης, τότε μπορούμε αβίαστα να εκτιμήσουμε ότι τα προγράμματα τυπικής μορφής Karmarkar βρίσκονται στον γενεσιουργό πυρήνα μίας γενικής θεώρησης και ότι δικαιολογημένα εδράζουν στην αφετηρία της μελέτης που πρόκειται να ακολουθήσει.
2.2 Επινόηση του Αλγορίθμου του Karmarkar

Η βασική ιδέα πάνω στην οποία θεμελιώνεται η σύλληψη του Αλγορίθμου του Karmarkar προέρχεται από την παρατήρηση ότι, για κάθε (φραγμένη) κλειστή μπάλλα 
[image: image470.wmf])

(

Β

0

 με κέντρο 
[image: image471.wmf])

(

u

0

 σ’ ένα πολύεδρο 
[image: image472.wmf]0}

X

  

β,

X

A

  

:

{X

n

³

=

×

Î

=

R

F

, μπορεί πάντοτε να προσδιορισθεί εύκολα ένα σημείο 
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 στο οποίο ελαχιστοποιείται η συνάρτηση κόστους 
[image: image474.wmf]X

c

T

×

                                                επί της νέας κλειστής μπάλλας  (χαμηλότερης διάστασης)  
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 . Το σημείο αυτό θα βρίσκεται επί του ημιάξονα που έχει αρχή το κέντρο της σφαίρας   
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 και διεύθυνση  – cp αυτήν επί της οποίας η συνάρτηση κόστους   
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 φθίνει πιο  γρήγορα σε σχέση με όλες τις άλλες διευθύνσεις μέσα στο F, δηλαδή την αντίθετη εκείνης που ορίζει η προβολή cp του διανύσματος c επί του γραμμικού χώρου 
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  (βλ. Σχήμα 2.1).
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Έτσι, ξεκινώντας από ένα σημείο 
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 του εσωτερικού μέρους του F και θεωρώντας μία αυθαίρετη κλειστή μπάλλα  
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 το οποίο μπορούμε να καταστήσουμε κέντρο μίας νέας κλειστής μπάλλας 
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 και να αναζητήσουμε, με τον ίδιο ως άνω τρόπο, ένα τρίτο σημείο 
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 επί της σχηματιζόμενης τομής  
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, το οποίο ελαχιστοποιεί το κόστος 
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Μπορούμε λοιπόν να κατασκευάσουμε μία ακολουθία εσωτερικών σημείων του F :
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η οποία όσο εξελίσσεται τόσο μικραίνει διαρκώς τα αντίστοιχα κόστη, με αποτέλεσμα μετά από κάποιες επαναλήψεις να έχουμε την δικαιολογημένη προσδοκία για επίτευξη ικανοποιητικής προσέγγισης του ζητούμενου σημείου ελαχίστου κόστους επί του F. Για τον λόγο αυτό ο αλγόριθμος του Karmarkar φέρει επίσης και την επονομασία    Μέθοδος   Εσωτερικού  Σημείου   (Interior Point Method ). 

Ωστόσο, εγείρεται αμέσως ένα πρώτο τεχνικό, πλην όμως ουσιώδες, ζήτημα εφαρμογής της παραπάνω ιδέας, το οποίο αφορά στην αποτελεσματική αλλά και λειτουργική επιλογή του αρχικού σημείου εκκίνησης 
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 και της εκάστοτε κλειστής μπάλλας  
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Ενστικτωδώς, θα λέγαμε ότι η αρχή της εκτέλεσης του Αλγορίθμου πρέπει να ορίζει την πρώτη μπάλλα 
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 σαν την μέγιστη περιεχόμενη στο εσωτερικό μέρος της εφικτής περιοχής και το πρώτο σημείο 
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 σαν το κέντρο της σφαίρας αυτής. Όμως, είναι φανερό πως η εφικτή περιοχή δεν μπορεί ποτέ να καλυφθεί πλήρως από μία εγγεγραμμένη σ’ αυτήν μπάλλα, και συνεπώς το ελαχιστικό σημείο του κόστους επί της σφαιρικής επιφάνειας του συνόρου της κάθε μπάλλας δεν φαίνεται να μπορεί να αποτελέσει αμέσως μία ακριβή προσέγγιση του ζητούμενου σημείου. Μάλιστα, ακόμα και στις πολύ απλές γενικές περιπτώσεις, όπως αυτή που η εφικτή περιοχή έχει το σχήμα  ενός τριγώνου ΑΒΓ τα μήκη των πλευρών του οποίου είναι δυσανάλογα (π.χ. ΑΒ = 1, ΒΓ = 1000 και ΓΑ = 1000), κάθε απόπειρα ενεργοποίησης της μεθόδου θα ήταν καταδικασμένη να δώσει αρχικές απαντήσεις που απέχουν οδυνηρά πολύ από τα ζητούμενα σημεία. Με δεδομένη, λοιπόν, την ενσκύπτουσα αυτή αδυναμία, καταλαβαίνουμε ότι η εφικτή περιοχή ενός προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού που λύνεται με την παραπάνω μέθοδο πρέπει να είναι ειδικής μορφής. Και καθώς η στάθμιση της δυνατότητας αποφυγής των παθολογικών καταστάσεων έχει σαν κριτήριο εκτίμησης την ευχέρεια πληρέστερης και εξαντλητικότερης κάλυψης στο εσωτερικό του πολύεδρου που αναπαριστά την εφικτή περιοχή, ένα φυσικό μέτρο αυτού του κριτηρίου μπορεί να θεωρείται το μέγεθος του λόγου της ακτίνας της μικρότερης μπάλλας που περιέχει την εφικτή περιοχή προς την ακτίνα της μεγαλύτερης μπάλλας που περιέχεται στην εφικτή περιοχή. Όταν ο λόγος αυτός δεν είναι ιδιαίτερα μεγάλος η μέθοδος του Αλγορίθμου μπορεί να αρχίσει να εφαρμόζεται.


Προς αυτήν την κατεύθυνση, η παρέμβαση του Karmarkar στις υποθέσεις ενός προβλήματος με την προσθήκη της επί πλέον υπόθεσης ότι :
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επιδιώκει την πρόληψη και αποτροπή απογοητευτικών καταστάσεων, αφού, όπως θα δούμε παρακάτω, οι κλειστές μπάλλες :

                   
[image: image498.wmf])

)

1

(

1

,

(

)

0

(

1

-

×

=

=

n

n

r

a

B

B

   και    
[image: image499.wmf])

1

,

(

)

0

(

2

n

n

R

a

B

B

-

=

=


που είναι αντίστοιχα η εγγεγραμμένη και η περιγεγραμμένη μπάλλα του συμπλόκου Δ έχουν λόγο ακτίνων 
[image: image500.wmf]1

-

=

n

r

R

 όχι ιδιαίτερα μεγάλο σχετικά με τις διαστάσεις του προβλήματος. Το σημείο  
[image: image501.wmf])

0

(

a

 αναπαριστά το κέντρο 
[image: image502.wmf]n

n

n

n

T

1

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

1

,...,

1

,

1

  του Δ .

Αλλά και οι υπόλοιπες υποθέσεις ενός προγράμματος τυπικής μορφής Karmarkar :
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σέβονται (λόγω της γραμμικότητάς τους) την παραπάνω επιδίωξη, αφού η τομή :

                                                               
[image: image504.wmf]D

Ç

=

P

Ω

:


σχηματίζει έναν πολυτόπο Π που βρίσκεται ανάμεσα σε δύο νέες μπάλλες 
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Έτσι, σε προγράμματα τυπικής μορφής Karmarkar, ο Αλγόριθμος του Karmarkar ξεκινά από το σημείο 
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με αντίστοιχα κόστη :
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για τα οποία ευελπιστούμε ότι προσεγγίζουν όλο και περισσότερο το μηδενικό κόστος (προϋποτιθεμένου βεβαίως ότι το βέλτιστο κόστος είναι ίσο με μηδέν). Ακριβώς εδώ όμως αναφύεται το δεύτερο και κυριότερο μεγάλο πρόβλημα της λειτουργικότητας και ταχύτητας του Αλγορίθμου, επειδή δεν υπάρχει κανένας λόγος για να δεχθούμε ότι το ελάχιστο σημείο της συνάρτησης  
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  προσεγγίζει ικανοποιητικά το αληθινό ελάχιστο της συνάρτησης μέσα στο σύνολο Π. Υπάρχουν μάλιστα περιπτώσεις, όπως αυτή κατά την οποία το κέντρο της 
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 βρίσκεται πολύ κοντά μόνον σ’ ένα μικρό μέρος του συνόρου του πολυτόπου Π, κατά τις οποίες τα δύο ελάχιστα διαφέρουν ριζικά. Θα πρέπει, λοιπόν, η επαναληπτική μέθοδος κατασκευής των διαδοχικών σημείων :
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να αναθεωρηθεί κατάλληλα έτσι ώστε να έχουμε πράγματι μια γρήγορη σύγκλισή τους προς το αληθινό ελάχιστο.

Στο κομβικό σημείο αυτό, βρίσκεται η μεγαλοφυής παρέμβαση του Karmarkar, η οποία και αποτελεί το κλειδί του όλου Αλγορίθμου : εάν το τρέχον σημείο της επαναληπτικής μεθόδου είναι 
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  , τότε αρκεί να εφαρμοσθεί ένας μετασχηματισμός Τα  επί του όλου προβλήματος προκειμένου να μεταφερθούμε σ’ ένα νέο πρόβλημα στο οποίο το παλαιό κέντρο α της μπάλλας 
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 . Επιβάλλοντας τώρα τον αντίστροφο μετασχηματισμό 
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 , και  επιστρέφοντας στο παλαιό πρόβλημα, το σημείο 
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  θα είναι κι αυτό αξιοσημείωτα μικρότερο απ΄ ότι αυτό του σημείου 
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 . Η επανειλημμένη εφαρμογή της διαδικασίας που μόλις περιγράφηκε παράγει μία ακολουθία εφικτών σημείων των οποίων τα αντίστοιχα κόστη προσεγγίζουν γρήγορα τον αριθμό 0. ( Στην πραγματικότητα, η όλη διαδικασία του κάθε επαναληπτικού βήματος είναι πιο πολύπλοκη και επιβαρημένη με αρκετές τεχνικές λεπτομέρειες σε σχέση με την απλή περιγραφή που προηγήθηκε).

Έχοντας υιοθετήσει την ως άνω διαδικασία κατασκευής των διαδοχικών σημείων 
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 θα αποδείξουμε σε μεταγενέστερη Παράγραφο ότι η ταχύτητα σύγκλισης της όλης αναθεωρημένης επαναληπτικής μεθόδου είναι πολυωνυμικής τάξης, εξ ου και το αυξημένο ενδιαφέρον που αποδίδεται στην μέθοδο.

Το τρίτο και τελευταίο ζήτημα αφορά στην χρηστική εμβέλεια της εφαρμοσιμότητας του (εμπλουτισμένου ως προς την παραπάνω έννοια) Αλγορίθμου του Karmarkar. Έχοντας υπ’ όψη ότι, όπως αναφέρθηκε στην πρώτη Παράγραφο του Κεφαλαίου, κάθε πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού μπορεί να μετατραπεί σε πρόγραμμα τυπικής μορφής Karmarkar (ισχυρισμός που πρόκειται να αποδειχθεί στην πέμπτη Παράγραφο του Κεφαλαίου), μπορούμε να πούμε ότι η εφαρμοσιμότητα του Αλγορίθμου του Karmarkar εγκολπώνεται το σύνολο των προβλημάτων του Γραμμικού Προγραμματισμού και άρα ότι ο συγκεκριμένος Αλγόριθμος είναι γενικότατος.

2.3 Μαθηματικό Υπόβαθρο της Θεωρίας του Αλγορίθμου του  Karmarkar

Στην παρούσα Παράγραφο θα επιχειρήσουμε να συγκεντρώσουμε όλες τις απαραίτητες μαθηματικές έννοιες που δικαιολογούν και στηρίζουν ακλόνητα τις ιδέες που προηγήθηκαν.

 (α). Μέτρο Στρογγυλότητας ενός Πολυτόπου

Αρχίζουμε με την μαθηματική αντιμετώπιση του αδιεξόδου που προέκυψε στο πρώτο ζήτημα της κεντρικής ιδέας του Αλγορίθμου του Karmarkar. Θυμίζουμε ότι το ζήτημα αυτό αφορούσε στην κατάλληλη επιλογή της κλειστής μπάλλας 
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 εκκίνησης του Αλγορίθμου σαν την μέγιστη περιεχόμενη στο εσωτερικό μέρος της εφικτής περιοχής και ότι ο προταθείς τρόπος διαφυγής από τις παρενέργειες του ζητήματος αυτού ήταν η θεώρηση των υποθέσεων ενός προγράμματος τυπικής μορφής Karmarkar στη θέση των υποθέσεων ενός προβλήματος  γενικής μορφής. Η αναγκαιότητα που μας οδήγησε σε μία τέτοια θεώρηση προερχόταν από την προσπάθεια ελαχιστοποίησης μίας γραμμικής συνάρτησης 
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 μέσα στο εσωτερικό μίας εγγεγραμμένης σ’ ένα πολυτόπο σφαίρας, αντί στο εσωτερικό του ίδιου του πολυτόπου. Η αιτία που μας επέβαλε μία τέτοια θεώρηση οφειλόταν στην σχετικά μικρή ανομοιότητα που, υπό κάποια έννοια, έχει ένας πολυτόπος ο οποίος αναπαριστά τις υποθέσεις ενός προγράμματος τυπικής μορφής Karmarkar με μία κλειστή μπάλλα.

Έστω λοιπόν Ζ ένα σταθερό σημείο του εσωτερικού μέρους ενός αυθαίρετου πολυτόπου 
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μέσα στην  Ε αντί στο περίπλοκο σύνολο Ρ, αναρωτιόμαστε για το πόσο ικανοποιητική λύση θα έχουμε επιτύχει.

Έτσι, και προκειμένου να δώσουμε ένα φράγμα εκτίμησης του σφάλματος της λύσης αυτής, θεωρούμε μία περιγεγραμμένη κλειστή μπάλλα  
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Ας υποθέσουμε ότι η  
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Ορίζοντας τώρα την συνάρτηση :
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βλέπουμε ότι, επειδή λόγω της  γραμμικότητας της  h :
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Βεβαίως, ο αριθμός για τον οποίον στην πραγματικότητα ενδιαφερόμαστε είναι η ελάχιστη τιμή 
[image: image577.wmf]P

h

 της  h στον πολυτόπο Ρ. Καθώς 
[image: image578.wmf]E

P

E

¢

Ì

Ì

 , έχουμε :

                                                                  
[image: image579.wmf]E

P

E

h

h

h

¢

³

³


και συνεπώς :

                                                       
[image: image580.wmf]]

)

(

[

)

(

)

(

E

E

P

h

Z

h

v

h

Z

h

h

Z

h

-

×

=

-

£

-

¢


                                                 
[image: image581.wmf]P

E

h

h

v

Z

h

v

-

³

×

-

×

-

Þ

)

(

)

1

(


                                                 
[image: image582.wmf]P

E

P

h

v

h

v

h

v

Z

h

v

×

-

×

³

×

-

-

×

-

Þ

)

1

(

)

(

)

1

(


                                                 
[image: image583.wmf]]

[

]

)

(

[

)

1

(

P

E

P

h

h

v

h

Z

h

v

-

×

³

-

×

-

Þ


                                                 
[image: image584.wmf]v

h

Z

h

h

h

P

P

E

1

1

)

(

-

£

-

-

Þ

           (εφ’ όσον 
[image: image585.wmf]P

h

Z

h

>

)

(

).

Εάν τώρα 
[image: image586.wmf]E

W

Î

 είναι το σημείο της Ε επί του οποίου υλοποιείται η ελάχιστη τιμή 
[image: image587.wmf]E

h

, δηλαδή εάν  
[image: image588.wmf]E

h

W

h

=

)

(

 τότε η τελευταία ανισότητα λαμβάνει την μορφή :

                                                  
[image: image589.wmf]v

h

Z

h

h

h

P

P

W

1

1

)

(

-

£

-

-

 .                                                   (1.2.1)
Η ερμηνεία της ανισότητας στην οποία μόλις καταλήξαμε έγκειται στην  διερεύνηση της ύπαρξης ισχυρής αναγκαιότητας για περαιτέρω βελτίωση της επιλογής του σημείου Ζ. Πράγματι, η διαφορά 
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 αποτελεί ένα μέτρο του κατά πόσο «κακή» είναι η επιλογή του κεντρικού σημείου Ζ, με την έννοια ότι στην διαφορά αυτή εμφανίζεται το μέγεθος της υπέρβασης του κόστους  h(Z) από το ελάχιστο κόστος 
[image: image591.wmf]p

h

. Σύμφωνα με την ανισότητα, το σημείο W μπορεί να θεωρηθεί σαν καλύτερη επιλογή από το σημείο Ζ, επειδή το επιπλέον κόστος που παρουσιάζει ως προς το αντικειμενικά ελάχιστο κόστος 
[image: image592.wmf]p

h

 είναι μικρότερο κατά 
[image: image593.wmf])

1

1

(

v

-

 φορές του επιπλέον κόστους στο Ζ. Όμως, και πάλι σύμφωνα με την ανισότητα, όσο μικρότερος είναι ο αριθμός ν 
[image: image594.wmf])

1

(

³

v

  τόσο μικρότερη πρόοδος, όσον αφορά στην ελάττωση του κόστους, επιτελείται κατά την μετακίνηση από το Ζ στο W. Με άλλα λόγια, όσο μικρότερος είναι ο αριθμός ν 
[image: image595.wmf])

1

(

³

v

 τόσο μικρότερο θα είναι το σφάλμα :


[image: image596.wmf]P

h

Z

h

-

)

(

.
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της ελαχιστοποίησης της συνάρτησης κόστους h στο Ζ θα είναι μικρό, εάν το μέτρο της στρογγυλότητας του πολυτόπου Ρ στο Ζ είναι αυξημένο.

Στην συνέχεια, θα δείξουμε πως όταν ο πολυτόπος είναι ένας από εκείνους που  δίνονται από τις υποθέσεις ενός προγράμματος τυπικής μορφής Karmarkar τότε το μέτρο της στρογγυλότητάς του στο σημείο 
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Ισχύει η ακόλουθη Πρόταση :

Πρόταση 2.3.1. (i). Η ακτίνα της εγγεγραμμένης μπάλλας 
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(ii). Η ακτίνα της περιγεγραμμένης μπάλλας ισούται με :
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       Η Απόδειξη (του πρώτου Μέρους) της Πρότασης αυτής στηρίζεται στο :
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Όλοι οι αριθμοί  
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Επειδή λοιπόν κάτω από τις δύο αυτές υποθέσεις :
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οπότε και λαμβάνει ελάχιστη τιμή ίση με :
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συμπεραίνουμε ότι :
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που ολοκληρώνει την Απόδειξη του Λήμματος.   ■                    

Απόδειξη της Πρότασης 2.3.1.(i). Κατ’ αρχάς, παρατηρούμε ότι, επειδή η απόσταση του σημείου 
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η ακτίνα κάθε εγγεγραμμένης μπάλλας στο Δ με κέντρο το 
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΄Έχοντας τώρα σαν δεδομένο τον αριθμό αυτόν ως ένα άνω φράγμα για την ακτίνα  r, απομένει να δείξουμε ότι δεν υπάρχει σημείο του Δ που απέχει από το 
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 Θέτοντας όμως :
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μπορούμε εύκολα να διαπιστώσουμε πως οι συντεταγμένες  
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γεγονός το οποίο έρχεται σε ευθεία αντίθεση με το Λήμμα 2.3.2, και η Απόδειξη του πρώτου Μέρους της Πρότασης είναι πλήρης.

(ii). Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η απόσταση του σημείου 
[image: image668.wmf])

0

(

a

 από οποιαδήποτε κορυφή του Δ, έστω από την κορυφή  (1,0,0,…,0)Τ , ισούται με :


[image: image669.wmf]n

n

n

n

n

1

1

1

1

2

2

-

=

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

 .

Έτσι, η ακτίνα κάθε περιγεγραμμένης μπάλλας του Δ με κέντρο το 
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Απομένει να δείξουμε ότι η απόσταση μεταξύ οποιουδήποτε σημείου του Δ και του σημείου 
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Η διαδικασία αυτή αυξάνει διαρκώς την απόσταση από το σημείο 
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η οποία αποδεικνύεται εύκολα. Καθώς το καταληκτικό σημείο τα διαδικασίας :
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είναι η κορυφή :
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του Δ, η οποία, όπως είδαμε παραπάνω, απέχει από το  
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συμπεραίνουμε ότι η απόσταση του αρχικού σημείου Χ της διαδικασίας από το 
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Η Απόδειξη του δεύτερου Μέρους της Πρότασης είναι τώρα πλήρης. ■

Από την Πρόταση 2.3.1 έπεται αμέσως ότι ο λόγος της ακτίνας R της μικρότερης περιγεγραμμένης μπάλλας του Δ με κέντρο το 
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Ισοδύναμα, το μέτρο της στρογγυλότητας του Δ (και άρα του πολυτόπου Π ενός προγράμματος τυπικής μορφής Karmarkar) ως προς το σημείο 
[image: image686.wmf])

0

(

a

 είναι αρκετά υψηλό, με συνέπεια να δικαιολογείται επαρκώς, σύμφωνα με όσα προηγήθηκαν της Πρότασης 2.3.1, η επιλογή του κεντρικού σημείου 
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(β). Προβολικοί Μετασχηματισμοί
Όπως επισημάνθηκε στη δεύτερη Παράγραφο, πρέπει σε κάθε επανάληψη της μεθόδου του Αλγορίθμου του Karmarkar (,αρχής γενομένης από τη δεύτερη,) να κατασκευάζεται ένας μετασχηματισμός 
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Ένας προφανής τέτοιος μετασχηματισμός 
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με την απεικόνιση η οποία διαιρεί τις συντεταγμένες του κάθε σημείου με το άθροισμα των συντεταγμένων:
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Πράγματι, τότε θα ισχύει:
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(Παρατηρήστε ότι για τη θεώρηση της πρώτης απεικόνισης της σύνθεσης πρέπει να έχει εξασφαλιστεί η προϋπόθεση:
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Εκτός από την αμφιμονοσήμαντη συμπεριφορά του περιορισμού του  
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Πόρισμα 2.3.7. Επειδή 
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Πόρισμα 2.3.8. Από τις Προτάσεις 2.3.5 και 2.3.6 προκύπτει αμέσως ότι
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Δηλαδή, ενώ στο αρχικό πρόβλημα επρόκειτο να ελαχιστοποιήσουμε την γραμμική συνάρτηση 
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Η διέξοδος από τη δύσκολη θέση αυτή αποτελεί ένα θέμα της επόμενής μας Παραγράφου στην οποία θα δούμε ότι αρκεί να ελαχιστοποιήσουμε προσεγγιστικά τον γραμμικό αριθμητή 
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(γ). Μια Σχεδόν Αμετάβλητη ως προς τον Μετασχηματισμό 
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 Συνάρτηση Δυναμικού

Η λύση που πρότεινε ο Karmarkar στο παραπάνω πρόβλημα στηρίχθηκε στην ιδέα της διαρκούς προσπάθειας ελαχιστοποίησης του αριθμητή 
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Ο ρόλος της είναι καθαρά ενδιάμεσος και έγκειται στην ποσοτικοποίηση της εκτίμησης της, κατά τα διάφορα διαστήματα, επιτευχθείσας προόδου. Παρατηρήστε ότι:
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 πολύ αρνητική, αρκεί να ελαχιστοποιήσουμε προσεγγιστικά μια γραμμική συνάρτηση και ότι κατ΄ αυτόν τον  τρόπο η εύρεση ενός νέου σημείου 
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Στην παρούσα Υποπαράγραφο θα περιοριστούμε στην παρουσίαση μίας χρήσιμης για τους σκοπούς μας ιδιότητα της συνάρτησης 
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Καθώς η επίλυση του προβλήματος της ελαχιστοποίησης της συνάρτησης 
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Η Πρόταση που ακολουθεί αποδεικνύει την ιδιότητα που σκιαγραφήσαμε λίγο παραπάνω, ότι δηλαδή η συνάρτηση δυναμικού παραμένει σχεδόν αμετάβλητη ως προς την επιβολή του μετασχηματισμού 
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Η αξία αυτής της ιδιότητας γίνεται φανερή στα πλαίσια του κατωτέρω κομβικού σκεπτικού της κάθε επανάληψης της μεθόδου:
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Ιδού λοιπόν η πρόοδος: θεωρώντας πολλές επαναλήψεις του ανωτέρω σκεπτικού, σε κάθε μια από τις οποίες η 
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2.4 Ο Αλγόριθμος του Karmarkar

(α). Περιγραφή και Ανάλυση του Αλγορίθμου

Είμαστε πλέον σε θέση ν’ αρχίσουμε την παρουσίαση του Αλγορίθμου του Karmarkar.

Θα συμβολίζουμε με τον χαρακτήρα:
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Το συγκεκριμένο πρόγραμμα Γραμμικού Προγραμματισμού τυπικής μορφής του Karmarkar το οποίο πρόκειται να επιλύσουμε. Επίσης, για οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό 
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, ο Αλγόριθμος του Karmarkar εξελίσσεται με ταχύτητα πολυωνυμικής τάξης.) Τέλος, όπως και στην περίπτωση του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου, θεωρούμε το μέγεθος:
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Όπου 
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είναι το γινόμενο όλων των μη μηδενικών αριθμών των δεδομένων του προβλήματος (δηλαδή όλων των μη μηδενικών αριθμών του πίνακα 
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και όλων των μη μηδενικών συνιστωσών του διανύσματος 
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Δίνουμε αμέσως το κύριο σώμα του Αλγορίθμου του Karmarkar. Προκειμένου να κατασκευάσει το επόμενο σημείο της ακολουθίας, επικαλείται μια Function 
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 της οποίας ο κώδικας έχει εν συντομία ως εξής: η 
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  λαμβάνει ως δεδομένο ένα σημείο 
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του κόστους.» και να σταματήσει η εκτέλεση του Αλγορίθμου.

2. Για 
[image: image934.wmf]1,2,...,:

kK

=

¨


Να χρησιμοποιηθεί η Function 
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είναι θετικό.» και να σταματήσει η εκτέλεση του Αλγορίθμου.

3. Να βρεθεί μία κορυφή 
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Επειδή συνήθως οι μη γραμμικές συναρτήσεις, όπως η 
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Ύστερα, εισάγουμε τους εξής δύο αναγκαίους συμβολισμούς:
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Μετά από την παρουσίαση όλου του προηγούμενου προπαρασκευαστικού υλικού, είμαστε έτοιμοι να δώσουμε την οριστική μορφή της Function 
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ελαχιστοποιώντας τη γραμμική συνάρτηση 
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ελαχιστοποίηση αυτή είναι μια σχετικά εύκολη διαδικασία, επειδή το σύνολο 
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Σε διαφορετική περόπτωση, θεωρούμε το μοναδιαίο διάνυσμα κατά την ίδια διεύθυνση με αυτήν του 
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(Σχόλιο: Στη βοηθητική Πρόταση 2.4.3, θα δείξουμε ότι το κατ’ αυτόν τον τρόπο 

οριζόμενο σημείο 
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7. Εφαρμόζουμε τώρα τον αντίστροφο μετασχηματισμό 
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(Σχόλιο: Στην βοηθητική Πρόταση 2.4.5, θα δείξουμε ότι το σημείο β είναι πράγματι το 

ζητούμενο σημείο, υπό την έννοια ότι εάν το πρόγραμμα 
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Η μόνη εκκρεμότητα που απομένει είναι η τεκμηρίωση των ισχυρισμών των Σταδίων 4,6 και 7 του Υποπρογράμματος. Στη συνέχεια και μέχρι το τέλος της παρούσας Παραγράφου, θα αποδείξουμε τους ισχυρισμούς αυτούς.

Πρώτα, για τον ισχυρισμό του Σταδίου 4, έχουμε την εξής Πρόταση:    

Πρόταση 2.4.2 

Το Στάδιο 4 του προηγούμενου Υποπρογράμματος υπολογίζει σωστά την προβολή του σημείου  
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Μπορούμε τώρα εύκολα να δείξουμε ότι το σημείο :


[image: image1113.wmf](

)

c

Q

Q

Q

Q

c

c

T

T

p

~

.

.

.

.

 

~

:

~

1

-

-

=


είναι πράγματι η προβολή του 
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Ακόμα, βλέπουμε ότι κάθε γινόμενο που προκύπτει από τον πολλαπλασιασμό του n*(m+1) πίνακα 
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 ανήκει μέσα στον χώρο αυτό. Καθώς η έκφραση  
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 του Σταδίου 4 του Υποπρογράμματος συνεπάγεται την διάσπαση : 
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Όσον αφορά τον ισχυρισμό του 6ου Σταδίου του Υποπρογράμματος. η επόμενη Πρόταση δικαιώνει την προταθείσα, με την συγκεκριμένη επιλογή του σημείου 
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 και έστω e’ το (m+1)-διάνυσμα που έχει όλα τα στοιχεία του ίσα με 0 εκτός από το τελευταίο που ισούται με 1. Επειδή 
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Καθώς όμως, όπως είδαμε στην προηγούμενη Πρόταση 2.4.2, το σημείο 
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 θα είναι διάνυσμα ορθογώνιο προς οποιοδήποτε διάνυσμα του Ker(Q) και άρα, ειδικότερα προς το διάνυσμα 
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που συνεπάγεται τις ακόλουθες διαδοχικές ισότητες :
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Αλλά, σύμφωνα με την Ανισότητα Cauchy-Schwarz, ισχύει :
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 και η απόδειξη της Πρότασης ολοκληρώθηκε.

Τέλος, για την απόδειξη του ισχυρισμού του 7ου Σταδίου του Υποπρογράμματος, ότι δηλαδή η τιμή 
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Λήμμα 2.4.4. Έστω 
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 είναι η ακτίνα της μικρότερης περιγεγραμμένης μπάλας του συμπλόκου Δ.

Απόδειξη. Επειδή ο χώρος 
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και καθώς 
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Ακόμη, από την στοιχειώδη ανισότητα 
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και άρα :
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Είμαστε τώρα έτοιμοι να αποδείξουμε και τον τελευταίο ισχυρισμό υου Υποπρογράμματος τη Συνάρτησης 
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Πρόταση 2.4.5 Έστω 
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Απόδειξη Κατ’ αρχάς, πρέπει να βεβαιωθούμε ότι το σημείο 
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Άρα, θα είναι 
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Αν τώρα 
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η οποία αντιβαίνει ευθέως στην ανισότητα (1.2.2). Επομένως, πρέπει 
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Σε διαφορετική περίπτωση, έχουμε :
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Σύμφωνα με το Λήμμα 1.2.13 :
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Η ποσότητα 
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Θέτουμε :
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Το υπόλοιπο της Απόδειξης θα καταναλωθεί στην διαδικασία σχηματισμού της ανισότητας :
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(1.2.3)
Εάν προς στιγμήν, δεχθούμε την ανισότητα αυτή, τότε βλέπουμε αμέσως ότι θα έχουμε :
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και επειδή : 
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Ας αποδείξουμε λοιπόν την ανισότητα (1.2.3). Έστω:
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Με αυτό τον συμβολισμό, ο αριθμός 
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(1.2.4)
Παρατηρήστε ότι, επειδή 
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Επί πλέον, επειδή  
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Έχοντας υπ’ όψη τα ανωτέρω, από την (1.2.4) και από την γνωστή ιδιότητα του γεωμετρικού μέσου 
[image: image1241.wmf]n

 μη αρνητικών αριθμών σύμφωνα με την οποία αυτός δεν μπορεί να υπερβαίνει τον αριθμητικό μέσο των αριθμών αυτών, λαμβάνουμε :
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]

n

n

j

j

j

u

u

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

å

+

+

×

=

å

=

¥

=

1

2

1

1

n

n



[image: image1245.wmf][

]

n

n

j

j

u

n

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

×

=

å

å

=

¥

=

1

2

0

1

n

n

  (επειδή 
[image: image1246.wmf]å

=

=

n

j

j

u

1

0

)


[image: image1247.wmf]n

n

j

j

u

n

p

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

£

Þ

å

å

=

¥

=

1

2

.

1

1

1

n

n



[image: image1248.wmf]n
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(1.2.5)

Καθώς όμως 
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(που είναι ισχυρότερη από την προφανή ανισότητα 
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και επειδή:
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καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι :
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που είναι η ανισότητα (1.2.3).

(β). Πολυπλοκότητα του Αλγορίθμου

Κάθε επανάληψη του Αλγορίθμου του Karmarkar απαιτεί ένα πλήθος 
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 στοιχειωδών αριθμητικών πράξεων (εφ’ όσον υποτεθεί ότι σε κάθε τέτοια επανάληψη εφαρμόζεται η μέθοδος Gauss για την αντιστροφή των πινάκων που παρουσιάζονται και για την αντιμετώπιση κάθε άλλου συναφούς θέματος). Επειδή ο συνολικός αριθμός των επαναλήψεων είναι τάξης 
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, έπεται ότι η υλοποίηση του Αλγορίθμου πραγματοποιείται μέσα σ’ ένα χρονικό πλαίσιο 
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 στοιχειωδών αριθμητικών πράξεων. Έτσι, με δεδομένο ότι το μέγεθος 
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 φράσσεται πάντα από ένα πολυώνυμο ως προς 
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, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι ο Αλγόριθμος του Karmarkar επιλύει τα προβλήματα τυπικής μορφής Karmarkar σε πολυωνυμικό χρόνο.

2.5 Μετατροπή τυχαίου Γραμμικού Προγράμματος σε Πρόγραμμα Τυπικής Μορφής Karmarkar
Η όλη μέχρι τώρα παρουσίαση και μελέτη του Αλγορίθμου Karmarkar αφορούσε στην εφαρμογή του για την επίλυση μόνον προγραμμάτων τυπικής μορφής Karmarkar .Ο περιορισμός αυτός ήταν, όπως ήδη τονίσαμε, αναγκαίος, αφού οι ίδιες οι δυνατότητες του συγκεκριμένου Αλγορίθμου δεν μπορούν να προσαρμοσθούν στην γενική περίπτωση. Όμως, στην παρούσα Παράγραφο, θα διατυπώσουμε ότι οποιοδήποτε πρόβλημα Γραμμικού Προγραμματισμού μπορεί να μετατρέπει σε ένα πρόγραμμα τυπικής μορφής Karmarkar και έτσι, υπ’ αυτήν την έννοια, ο Αλγόριθμος του Karmarkar μπορεί να θεωρείται ως γενικότατος.

Θυμίζουμε ότι στην ανάλυση που υιοθετήσαμε για την παραγωγή του Ελλειψοειδούς Αλγορίθμου αποδείξαμε ότι, προκειμένου να επιλύσουμε ένα τυχαίο Γραμμικό Πρόγραμμα, αρκεί να επιλύσουμε ένα αντίστοιχο Πρόβλημα Γραμμικών Ανισοτήτων (LI) :


«Να βρεθεί, εφ’ όσον υπάρχει, ένα 
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Εάν δεν υπάρχει τέτοιο 
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, τότε η ανυπαρξία αυτή να προκύπτει και να αναφέρεται».

Είναι σαφές πως αντικαθιστώντας τις συνιστώσες 
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 και εισάγοντας μεταβλητές καθυστέρησης (slack variables), το παραπάνω Πρόβλημα μπορεί να μετατραπεί σε ένα πρόβλημα της μορφής :

«Να βρεθεί, εφ’ όσον υπάρχει, ένα 
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Εάν δεν υπάρχει τέτοιο 
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, τότε η ανυπαρξία αυτή να προκύπτει και να αναφέρεται».

Εάν ένα γραμμικό πρόγραμμα είναι εφικτό, τότε μια βασική / εφικτή λύση της οποίας κάθε συνιστώσα είναι, κατ’ απόλυτη τιμή, το πολύ ίση με 
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 είναι το μέγεθος του προγράμματος). Ας υποθέσουμε ότι ο πίνακας 
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 είναι ένας m*r πίνακας και έστω 
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χωρίς να διαταραχθεί το περιεχόμενο του προβλήματος. Θεωρώντας μάλιστα μια ακόμα μεταβλητή καθυστέρησης 
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και αντιστοίχως, το όλο πρόβλημα όπως ακολούθως:
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όπου ο πίνακας 
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 έχει πλέον διογκωθεί (σε σχέση με προηγουμένως) κατά μια στήλη που περιέχει μόνον μηδενικά στοιχεία. Θέτοντας 
[image: image1284.wmf]X

K

X

×

=

1

:

'

, το ίδιο πρόβλημα γράφεται :


[image: image1285.wmf](

)

0

1

...

.

.

'

'

1

'

'

2

'

1

'

³

=

+

+

+

+

=

+

X

x

x

x

x

b

X

A

K

r

r


και έτσι αρκεί να προσδιορισθεί ένα εφικτό σημείο του συστήματος των υποθέσεων
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(όπου για λόγους απλοποίησης των συμβολισμών, παραλείψαμε του τόνους) και μετά, να πολλαπλασιασθεί το αποτέλεσμα με 
[image: image1287.wmf]K

. Εάν τώρα, για κάθε 
[image: image1288.wmf]m

i

,...,

2

,

1

=

, αφαιρέσουμε την υπόθεση 
[image: image1289.wmf]1

...

.

1

2

1

=

+

+

+

+

=

+

r

r

T

x

x

x

x

X

e

 
[image: image1290.wmf]V
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για κάποιον ακέραιο m*(r+1) πίνακα 
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. Και εάν εισάγουμε μια νέα μεταβλητή 
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 έτσι ώστε το σημείο 
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 να είναι ένα αρχικό εφικτό σημείο, οδηγούμαστε σ’ ένα πρόγραμμα της μορφής: 
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το οποίο έχει μηδενικό βέλτιστο κόστος εάν και μόνον εάν το αρχικό πρόγραμμα είναι εφικτό. Μπορούμε εύκολα να επαληθεύσουμε ότι το σημείο :
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είναι ένα εφικτό σημείο εκκίνησης. Έτσι, καταλήξαμε ε’ ένα πρόγραμμα τυπικής μορφής Karmarkar ως προς τις n=r+2 μεταβλητές 
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 και η επιδιωκόμενη μετατροπή του αρχικού προγράμματος ολοκληρώθηκε.

Η όλη προηγηθείσα μετατροπή απαίτησε μόνον έναν πολυωνυμικό αριθμό στοιχειωδών αριθμητικών πράξεων και το μέγεθος του τελικού προγράμματος είναι φραγμένο από ένα άλλο πολυωνυμικό ως προς την μεταβλητή που αντιπροσωπεύει το μέγεθος του αρχικού προγράμματος.

Ας σημειωθεί ότι ο παραπάνω τρόπος δεν είναι και ο πιο αποτελεσματικός που έχει βρεθεί για την συζητηθείσα μετατροπή, καθώς υπάρχουν παρόμοια σχήματα τα οποία αποδίδουν άλλα μικρότερα προγράμματα τυπικής μορφής Karmarkar.
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, ταυτίζεται με το σύνολο των κυρτών συνδυασμών οιονδήποτε σημείων του, καλείται κυρτό. Με άλλα λόγια, ένα υποσύνολο του 
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 λέγεται κυρτό, εάν για οποιαδήποτε δυο σημεία 
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 μέσα στο υποσύνολο αυτό, κάθε κυρτός συνδυασμός 
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 των σημείων βρίσκεται επίσης μέσα στο υποσύνολο ( ή ισοδύναμα , το ευθύγραμμο τμήμα 
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 περιέχεται εξ ολοκλήρου μέσα στο εν λόγω υποσύνολο).

Κλασικό παράδειγμα κυρτού υποσυνόλου του 
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 αποτελεί κάθε περίπτωση πολυέδρου. Ένα πολύεδρο είναι εξ ορισμού, η τομή πεπερασμένου πλήθους ημιχώρων 
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Κάθε φραγμένο και μη κενό πολύεδρο ονομάζεται πολυτόπος. 

Στην προβληματική του Γραμμικού Προγραμματισμού, θεμελιώδες ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα πολύεδρα της μορφής :
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όπου 
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 είναι (m*n)-πίνακας με στοιχεία πραγματικούς αριθμούς και όπου 
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Τα συγκεκριμένα πολύεδρα σχηματίζονται από την τομή πεπερασμένου πλήθους ημιυπερεπιπέδων της μορφής : 
[image: image1330.wmf](

)

{

}

0

,

.

:

³

=

Â

Î

=

+

X

b

X

a

X

H

j

j

n

j

  
[image: image1331.wmf](

)

m

j

,...,

2

,

1

=

 όπου 


[image: image1332.wmf](

)

n

j

a

Â

Î

1

. Έτσι, για παράδειγμα, το παρακάτω σύστημα ανισοτήτων :
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σχηματίζει το φραγμένο πολύεδρο (:πολυτόπο) P του 
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 που φαίνεται στο επόμενο Σχήμα :
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Ορισμός Έστω P είναι ένα πολύεδρο του 
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 λέγεται ακραίο σημείο ή κορυφή του P, εάν είναι γνήσιος κυρτός συνδυασμός σημείων του P.

Στη συνέχεια, θα δώσουμε έναν χρήσιμο χαρακτηρισμό των κορυφών πολυέδρου.
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, οι οποίες ικανοποιούνται ως ισότητες από το διάνυσμα 
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Απόδειξη: Θα αποδείξουμε πρώτα το ευθύ μέρος 
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 θα οδηγούμασταν σε ευθεία ρήξη με την υπόθεση ότι το 
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ισχύει, εάν και μόνον εάν :
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 δεν αποτελεί κορυφή του πολυέδρου P.
Παρατήρηση. Επειδή κάθε ισότητα μπορεί να θεωρείται ότι σχηματίζεται από ένα ζεύγος ανισοτήτων, είναι σαφές ότι το αποτέλεσμα της προηγούμενης Πρότασης ισχύει επεκτεινόμενο ακόμα και στην περίπτωση που το πολύεδρο P ορίζεται ως ένα σύνολο σημείων του 
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 τα οποία ικανοποιούν ταυτόχρονα ένα σύστημα ανισοτήτων και ένα σύστημα ισοτήτων.

Ας δώσουμε αμέσως δυο εφαρμογές της Πρότασης 1 στην περίπτωση ενός Γραμμικού Προγράμματος (τυπικής μορφής):

(LP)  
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Θυμίζουμε ότι ένα τέτοιο πρόβλημα ελαχιστοποίησης καλείται μη φραγμένο, εάν  για οποιοδήποτε πραγματικό αριθμό μ, υπάρχει σημείο P της εφικτής περιοχής 
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συνιστά τις υποθέσεις του (LP). Σε ότι ακολουθήσει, το σύμβολο ι θα έχει, όπως  συνήθως, δεσμευθεί προκειμένου να αναπαριστά τον δείκτη μιας γραμμής του πίνακα 
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 (και φυσικά θα λαμβάνει όλες τις φυσικές τιμές μεταξύ 1 και n). 

Έχουμε το ακόλουθο Θεώρημα και το συναφές Πόρισμά του :

Θεώρημα 1. Δοθέντος ενός προβλήματος (LP), ας υποθέσουμε ότι το σημείο P ανήκει στην εφικτή περιοχή 
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 του (LP). Τότε, ή θα υπάρχει κορυφή 
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Επειδή η Απόδειξη του Θεωρήματος 1, καθώς και η έκταση των δυο συμπληρωματικών βασικών Παρατηρήσεων επ’ αυτής, είναι σχετικά μεγάλες, θα προτιμήσουμε να παρουσιάσουμε πρώτα την Απόδειξη του Πορίσματος.
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Εάν η κορυφή 
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Εάν η κορυφή 
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Κατ’ αυτόν τον τρόπο κατασκευάζουμε μια ακολουθία κορυφών: 
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Ένεκα τούτου, δεν μπορεί να υπάρξει κορυφή του 
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Ας περάσουμε τώρα στην Απόδειξη του Θεωρήματος 1.

Απόδειξη του Θεωρήματος 1. Ας διατάξουμε τις k=(m+n) υποθέσεις του προβλήματος (LP), με τρόπο ώστε οι n-ανισοτικές υποθέσεις 
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Διαμορφώνεται έτσι ένας συγκεντρωτικός k*n πίνακας :
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και μια ενοποιημένη σχέση, αντίστοιχη των υποθέσεων του (LP) , η οποία έχει την μορφή:
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Σύμφωνα με την Πρόταση 1, το σημείο P είναι μια κορυφή πολυέδρου «εφικτή περιοχή»
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εάν (και μόνον εάν) υπάρχουν n-γραμμικά ανεξάρτητες ανισότητες, μεταξύ των k-ανισοτήτων που ορίζει το σύστημα  
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,οι οποίες ικανοποιούνται ως ισότητες από το διάνυσμα 
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Ας θεωρήσουμε λοιπόν την ευρύτερη μεταξύ όλων των κλάσεων που απαρτίζονται από όσες γραμμικά ανεξάρτητες υποθέσεις του προβλήματος (LP) ικανοποιούνται ως ισότητες επί του σημείου 
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Έστω 
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Επαναλαμβάνοντας την παραπάνω διαδικασία, το πολύ (n-m) φορές, ή θα καταλήξουμε στο ότι η συνάρτηση κόστους  συμπέρασμα 
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 είναι μη φραγμένη (και άρα ότι τι πρόβλημα (LP) είναι φραγμένη (και άρα ότι το πρόβλημα (LP) είναι μη φραγμένο) ή θα προσδιορίσουμε μια κορυφή 
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 τέτοια ώστε 
[image: image1459.wmf](

)

(

)

P

c

V

c

T

T

.

.

£


Παρατηρήσεις. (i). Παρουσιάζει ενδιαφέρον ο τρόπος με τον οποίο μπορεί να κατασκευασθεί το σημείο Ρ* της προηγούμενης Απόδειξης.

Προς τούτο, ας συμβολίσουμε με:
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(Πράγματι, σύμφωνα με τον ορισμό του συνόλου F*, έχουμε 
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. Αφού η κλάσση S έχει επιλεγεί ως η ευρύτερη δυνατή, παρατηρούμε ότι εάν η ανισοτική υπόθεση 
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Εξάλλου, για κάθε 
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Θα δείξουμε ή ότι μπορούμε να επιλέξουμε τον πραγματικό αριθμό λ αυθαίρετα μεγάλο έτσι ώστε το σημείο 
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 και ότι τουλάχιστον μία ανισοτική υπόθεση του προβλήματος (LP) ικανοποιείται από το συγκεκριμένο σημείο 
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Θα διακρίνουμε τρεις περιπτώσεις:

ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1η:   
[image: image1482.wmf](

)

0

<

×

W

c

T

 και 
[image: image1483.wmf]Æ

=

J


Επειδή 
[image: image1484.wmf]Æ

=

J

, θα είναι 
[image: image1485.wmf]n

j

w

j

,...,

1

0

=

"

³

. Κατά συνέπεια, θα έχουμε:


[image: image1486.wmf]Â

Î

"

Î

×

+

l

l

F

W

P

)

(


Από την άλλη πλευρά, όμως, θα ισχύει:
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Έτσι, στην περίπτωση αυτή, η συνάρτηση κόστους θα μπορεί να λάβει απεριόριστα μικρές τιμές επί των εφικτών σημείων του προβλήματος.
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και θεωρούμε το σημείο:

Ρ* = Ρ + s W

(P* = (p1*,…,pn*)).
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ενώ, για κάθε 
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ενώ, από την άλλη πλευρά, θα ισχύει:
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Εξ’ άλλου, στην περίπτωση αυτή, θα είναι:
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3η:   
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Τότε, εφ’ όσον ο δείκτης j είναι τέτοιος ώστε 
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ενώ, εφ’ όσον ο δείκτης j είναι τέτοιος ώστε 
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Ιδιαιτέρως, θα συμβαίνει:
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ενώ, από την άλλη πλευρά, θα ισχύει: 
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δηλαδή θα έχουμε μια ακόμα ανισοτική υπόθεση του προβλήματος (LP), η οποία θα ικανοποιείται ως ισότητα στο σημείο Ρ*, αν και δεν θα ικανοποιείται ως ισότητα στο σημείο Ρ, και , επιπλέον (όπως και στην 2η ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ), η ανισοτική αυτή υπόθεση θα είναι γραμμικά ανεξάρτητη από τις υποθέσεις της κλάσσης S.

Εξ’ άλλου, στην περίπτωση αυτή, είναι σαφές ότι:
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που, με δεδομένα τα ανωτέρω μερικά ανισοτικά αποτελέσματα (ότι, δηλαδή, 
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(ii). Αξίζει να σημειωθεί ότι, δοθέντος ενός οιουδήποτε σημείου Ρ της εφικτής περιοχής F ενός προβλήματος (LP), η Απόδειξη του Θεωρήματος 1 μαζί με την κατασκευαστική Παρατήρηση (i) που μόλις προηγήθηκε, παράγουν έναν Αλγόριθμο πολυωνυμικής τάξης για την εύρεση μίας κορυφής V του πολυέδρου F, τέτοιας ώστε:
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Η ίδια τεχνική μπορεί να χρησιμοποιηθεί προκειμένου να αποδείξουμε ότι κάθε πολυτόπος έχει τουλάχιστον μία κορυφή ή, ακόμα, προκειμένου να αποδείξουμε ότι οποιοδήποτε πρόβλημα (LP), με μη κενή εφικτή περιοχή, έχει βασικές εφικτές λύσεις (ακόμα και όταν το πρόβλημα είναι μη φραγμένο). Για την έννοια και τις ιδιότητες των βασικών εφικτών λύσεων (ή, απλά, των βασικών λύσεων) ενός προβλήματος (LP), ο αναγνώστης μπορεί να συμβουλευθεί την βιβλιογραφική αναφορά [11].
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Σχήμα 1.2








Ai X < Ai t  





Ai t  <  bi 





F





Ο Ελλειψοειδής Αλγόριθμος





1.   Έστω � EMBED Equation.3  ��� και � EMBED Equation.3  ��� .


      Έστω � EMBED Equation.3  ��� το μηδενικό διάνυσμα του � EMBED Equation.3  ��� και έστω � EMBED Equation.3  ��� (:το Ι είναι ο μοναδιαίος n x n πίνακας) 


2.( Το ν-οστό ελλειψοειδές θα είναι το σύνολο :


		� EMBED Equation.3  ���,


    όπου ο n x n πίνακας � EMBED Equation.3  ��� θα είναι θετικά ορισμένος.


    Το αρχικό ελλειψοειδές � EMBED Equation.3  ��� θα είναι απλά η κλειστή μπάλα :


		� EMBED Equation.3  ���  ).





    Για � EMBED Equation.3  ��� :


	Εάν το � EMBED Equation.3  ��� ικανοποιεί την ανισότητα	Α t(ν) <  b, τότε να τυπωθεί η φράση : « Το t(ν)  είναι ένα ζητούμενο σημείο επίλυσης του προβλήματος (LSI) » και να σταματήσει η εκτέλεση του Αλγορίθμου. Σε διαφορετική περίπτωση, να κατασκευασθεί ένα νέο, μικρότερο σε όγκο, ελλειψοειδές, ως εξής :


   ● Να βρεθεί ένας δείκτης i τέτοιος ώστε : 


				Ai t(ν) ≥  bi


    (Αυτό σημαίνει ότι η υπόθεση Α t(ν) <  bi θα παραβιάζεται στο σημείο	 X= t(ν)	)





● Έστω	  α � EMBED Equation.3  ��� (Ai)Τ


● Έστω	       t(ν +1) � EMBED Equation.3  ��� t(ν)  - � EMBED Equation.3  ��� 


● Έστω		� EMBED Equation.3  ���








(Το νέο ελλειψοειδές θα είναι το σύνολο :


                                 � EMBED Equation.3  ���


με τον n x n πίνακα  � EMBED Equation.3  ���να είναι θετικά ορισμένος).











 n x n πίνακας





3. Να τυπωθεί η φράση : «Το συγκεκριμένο πρόβλημα (LSI) είναι ανέφικτο» και να σταματήσει η εκτέλεση του Αλγορίθμου (μετά από Ν επαναλήψεις, ο όγκος του ελλειψοειδούς κατάντησε τόσο μικρός ώστε να μπορούμε να αποφανθούμε ότι τι συγκεκριμένο πρόβλημα (LSI) δεν έχει εφικτή λύση).











Σχήμα 1.3








� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���








� EMBED Equation.3  ���








Εν+1





Εν





x1 - x2  =0


 








x1 - x2= -1


 








α1,1    α1,2   ∙ ∙ ∙   α1,n


α2,1    α2,2   ∙ ∙ ∙   α2,n


……………………..


αm,1   αm,2   ∙ ∙ ∙  αm,n








c1


c2


.


.


.


cn





∈ ℝⁿ,





x1


x2


.


.


.


x3





∈ ℝⁿ











A∙X = 0 ,   X ≥ 0
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εάν j<n και  � EMBED Equation.3  ���
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Υποθέσεις που ανήκουν στην στην κλάση S και που έχουν το δεξιό τους μέρος ίσο με μηδέν
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